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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ

III ñåìåñòð

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äàííîå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé.

Â ïåðâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíî ñîäåðæàíèå êîíòðîëüíûõ ìåðî-

ïðèÿòèé.

Ïî êóðñó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â òå÷åíèå III ñåìåñòðà ïðî-

âîäÿòñÿ 2 êîíòðîëüíûå ðàáîòû è âûïîëíÿåòñÿ òèïîâîé ðàñ÷åò.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà �1

Òåìà.

”
×èñëîâûå ðÿäû“.

Öåëü. Ïðîâåðèòü óñâîåíèå çíàíèé î ïðèçíàêàõ ñõîäèìîñòè ÷èñ-

ëîâûõ ðÿäîâ, ïðîâåðèòü óìåíèÿ óñòàíàâëèâàòü ñõîäèìîñòü (ðàñ-

õîäèìîñòü) ðÿäîâ, èññëåäîâàòü ðÿä íà àáñîëþòíóþ èëè óñëîâíóþ

ñõîäèìîñòü.

Ñîäåðæàíèå. Â êîíòðîëüíóþ ðàáîòó âõîäÿò çàäà÷è, èäåíòè÷-

íûå çàäà÷àì 1 � 7 èç ïàðàãðà�à

”
Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ“.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà �2

Òåìà.

”
Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû: îáëàñòü ñõîäèìîñòè, ðÿä Òåéëî-

ðà, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü“.

Öåëü. Ïðîâåðèòü óñâîåíèå çíàíèé î òèïàõ ñõîäèìîñòè �óíê-

öèîíàëüíûõ ðÿäîâ, î ñâîéñòâàõ òàêèõ ðÿäîâ, ïðîâåðèòü óìåíèÿ

ïðåäñòàâëÿòü �óíêöèþ ñ ïîìîùüþ ðÿäà Òåéëîðà, óñòàíàâëèâàòü

ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü, íàõîäèòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè, èñïîëü-

çîâàòü ðÿäû â ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ.

Ñîäåðæàíèå. Â êîíòðîëüíóþ ðàáîòó âõîäÿò çàäà÷è, èäåíòè÷-

íûå çàäà÷àì 8 � 13 èç ïàðàãðà�à

”
Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ“.
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Òèïîâîé ðàñ÷åò

Òåìà.

”
Òåîðèÿ ðÿäîâ“.

Öåëü. Ïðîâåðèòü óñâîåíèå çíàíèé è óìåíèé ïî òåîðèè ðÿäîâ â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãðàììîé êóðñà.

Ñîäåðæàíèå. Â òèïîâîé ðàñ÷åò âõîäÿò çàäà÷è èç ïàðàãðà�à

”
Òèïîâîé ðàñ÷åò“.

Òèïîâîé ðàñ÷åò âûïîëíÿåòñÿ êàæäûì ñòóäåíòîì â îòäåëüíîé

òåòðàäè â ñîîòâåòñòâèè ñ íàçíà÷åííûì åìó íîìåðîì âàðèàíòà.

Ñòóäåíò îáúÿñíÿåò ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðåïîäàâàòåëþ, îòâå÷àåò íà âî-

ïðîñû. Òèïîâîé ðàñ÷åò îáÿçàòåëüíî ïðåäúÿâëÿåòñÿ â íà÷àëå ýêçà-

ìåíà (çà÷åòà).

Ïî èòîãàì îáó÷åíèÿ ïðîâîäèòñÿ ýêçàìåí (çà÷åò). Â ïåðâîé ÷à-

ñòè ïîñîáèÿ ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ ïî êóðñó

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (III ñåìåñòð) è îáðàçåö ýêçàìåíàöèîííî-

ãî (çà÷åòíîãî) áèëåòà.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è èç ïàðàãðà�à

”
Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ“�

ýòî çàäà÷è, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ñîäåðæàíèÿ

äîìàøíèõ ðàáîò, îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ó÷àùèõ-

ñÿ. Ïî óñìîòðåíèþ ïðåïîäàâàòåëÿ ïðåäëàãàåìûé ñïèñîê çàäàíèé

ýòîãî ïàðàãðà�à ìîæåò áûòü ðàñøèðåí.

Âòîðàÿ ÷àñòü ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ âêëþ÷àåò èçëîæå-

íèå òåîðèè ðÿäîâ. Ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ, �îðìóëèðóþòñÿ îñ-

íîâíûå òåîðåìû êóðñà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îáñóæäàþòñÿ èäåè

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì. Â ðàìêàõ êàæäîãî ïàðàãðà�à èç âòîðîé

÷àñòè ðàçáèðàåòñÿ ðåøåíèå òèïîâûõ çàäàíèé, îïèñûâàåòñÿ äåÿ-

òåëüíîñòü ïî àíàëèçó è äàëüíåéøåìó èçó÷åíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî

îáúåêòà.

Óñâîåíèå ñîäåðæàíèÿ âòîðîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëî-

âèåì óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ âñåõ êîíòðîëüíûõ ìåðîïðèÿòèé.
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×àñòü I. Ñîäåðæàíèå êîíòðîëüíûõ ìåðîïðèÿòèé

1 Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû ê ýêçàìåíó (çà÷åòó)

1. ×èñëîâîé ðÿä, åãî ñõîäèìîñòü. Ïðèìåðû ñõîäÿùèõñÿ è ðàñ-

õîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ãàðìîíè÷åñêèé

ðÿä è äðóãèå.

2. Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.

3. Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.

4. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ, åãî ïðåäåëüíàÿ

�îðìà.

5. Ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ ïîëîæè-

òåëüíûìè ÷ëåíàìè.

6. Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ ïîëîæè-

òåëüíûìè ÷ëåíàìè. Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ âèäà

∞∑

n=1

1

nα
.

7. Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà, îöåíêà îñòàò-

êà.

8. Ñõîäèìîñòü ðÿäà èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ çíàêîïåðå-

ìåííîãî ðÿäà êàê äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ñàìîãî ðÿ-

äà. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü.

9. Ñâîéñòâà àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ,

ïåðåìíîæåíèå ðÿäîâ. Ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ óñëîâíî ñõîäÿùå-

ãîñÿ ðÿäà.

10. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä, åãî îáëàñòü ñõîäèìîñòè. Ïðèìåðû.

11. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Ïðèçíàê Âåé-

åðøòðàññà.

12. Íåïðåðûâíîñòü ñóììû �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.
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13. Òåîðåìà î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè �óíêöèîíàëüíûõ ðÿ-

äîâ.

14. Òåîðåìà î ïî÷ëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè �óíêöèîíàëüíûõ

ðÿäîâ.

15. Ñòåïåííîé ðÿä. Òåîðåìà Àáåëÿ. �àäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííî-

ãî ðÿäà. Ïîâåäåíèå ðÿäà íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

16. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñòåïåííîãî ðÿäà. Íåïðåðûâíîñòü ñóì-

ìû ñòåïåííîãî ðÿäà.

17. Òåîðåìû î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè è äè��åðåíöèðîâàíèè

ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Áåñêîíå÷íàÿ ãëàäêîñòü ñóììû ñòåïåííîãî

ðÿäà.

18. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçëîæèìîñòè �óíêöèè â ñòåïåííîé

ðÿä. Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ. �ÿäû Òåéëîðà è Ìàêëî-

ðåíà.

19. Êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè �óíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä.

20. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçëîæèìîñòè �óíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä.

21. Ïðèìåíåíèå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ê ðåøåíèþ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, ê ïðèáëèæåííûì âû÷èñëåíèÿì çíà÷åíèÿ �óíê-

öèè è îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

22. �ÿäû Òåéëîðà äëÿ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé ex, sin x,

cos x, ln(1 + x), (1 + x)m.

23. Îðòîãîíàëüíûå è îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû �óíêöèé. Íîð-

ìà �óíêöèè. Ïðèìåðû îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì.

24. �ÿä Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå. Êîý��èöèåíòû ðÿäà

Ôóðüå.

25. Ïðèáëèæåíèå �óíêöèè â ñðåäíåì. Ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì ðÿ-

äà Ôóðüå.
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26. Ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå. Åãî ãåîìåò-

ðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

27. Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ïîëíîòà è çà-

ìêíóòîñòü îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû �óíêöèé.

28. Èíòåãðàë Ôóðüå â âåùåñòâåííîé è êîìïëåêñíîé �îðìå. Ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå.

29. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû.

30. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

31. Ìåòîä Äàëàìáåðà ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

2 Ïðèìåðíûé ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò

1. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Ïðèçíàê Âåé-

åðøòðàññà.

2. Èññëåäîâàòü ÷èñëîâîé ðÿä íà ñõîäèìîñòü

a)

∞∑

n=1

ln
(n2 + 5

n2 + 4

)

b)

∞∑

n=1

(

1 +
1

n

)n 1

4n

c)
∞∑

n=1

(−1)n
(3n− 1

n

)n

3. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑

n=1

(−1)n(x+ 6)n

(3n+ 1) 3n
.

4. �àçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 0

y = x arctg
x

2
.
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5. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå �óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå

(0, 1) Y = 2− 4x.

6. Ìåòîäîì Ôóðüå íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû

∂2U

∂t2
=

∂2U

∂x2
äëèíû l = 2, çàêðåïëåííîé íà êîíöàõ U(0, t) =

U(2, t) = 0 è óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëî-

âèÿì

U(x, 0) = 0,
∂U(x, 0)

∂t
=

[
5x 0 ≤ x ≤ 1

10− 5x 1 ≤ x ≤ 2

3 Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ

Çàäà÷à �1

Äëÿ äàííîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà:

a) âûïèñàòü òðè ïåðâûõ ÷ëåíà;

b) íàéòè ñóììó n ïåðâûõ ÷ëåíîâ Sn;


) äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà, ïîëüçóÿñü íåïîñðåäñòâåííî îïðåäå-

ëåíèåì ñõîäèìîñòè;

d) íàéòè ñóììó ðÿäà S.

� �

1
∞∑

n=1

1

n(n+ 1)
2

∞∑

n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)

3
∞∑

n=1

1

(3n− 2)(3n+ 1)
4

∞∑

n=1

1

n(n+ 3)

5
∞∑

n=1

1

(2n− 1)(2n+ 5)
6

∞∑

n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)

7
∞∑

n=2

2n+ 1

n(n2 − 1)
8

∞∑

n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
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9
∞∑

n=1

n

(2n− 1)2(2n+ 1)2
10

∞∑

n=1

(−1)n+1

2n

11
∞∑

n=1

3n + 2n

6n
12

∞∑

n=1

3n − 2n

6n

13
∞∑

n=1

2n + (−1)n

3n
14

∞∑

n=1

3n + (−1)n+1

5n

15
∞∑

n=1
arctg

( 1

2n2

)

16
∞∑

n=1

(√
n− 2

√
n+ 1 +

√
n+ 2

)

Çàäà÷à �2

Óñòàíîâèòü ðàñõîäèìîñòü äàííûõ ðÿäîâ, èñïîëüçóÿ íåîáõîäè-

ìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.

� �

1
∞∑

n=1
(−1)n+1 2

∞∑

n=1

n

2n− 1

3
∞∑

n=1

2n+ 5

3n+ 7
4

∞∑

n=1

n2 + 1

100n2 + 17

5
∞∑

n=1

√
n+ 1

n+ 3
6

∞∑

n=1

3

√
2n+ 5

3n+ 7

7
∞∑

n=2

n

√

2

3
8

∞∑

n=1

n

√
3n+ 1

10n+ 11

9
∞∑

n=1

n

1000n+ 1
10

∞∑

n=1

3n − 2n

3n + 2n

11
∞∑

n=1
n ln

( n

n+ 100

)

12
∞∑

n=1

(n+ 1

n+ 2

)n

2

13
∞∑

n=1

(√
n2 + n+ 1−

√
n2 − n+ 1

)
14

∞∑

n=1
n sin

3

n
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15
∞∑

n=1

n√
n2 + 2n

Çàäà÷à �3

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü äàííûå ðÿäû ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêîâ

ñðàâíåíèÿ.

� �

1
∞∑

n=1

1

n2n
2

∞∑

n=1

lnn

n

3
∞∑

n=1

2n

(n+ 1) 3n
4

∞∑

n=1

1

3n− 1

5
∞∑

n=1

1√
n2 + 2n

6
∞∑

n=1

n+ 1

n(n+ 2)

7
∞∑

n=2

1 + n

2 + 3n2
8

∞∑

n=1

(√
n−

√
n− 1

)

9
∞∑

n=1

1√
n4 + 1

10
∞∑

n=1

(n2 + 1

n3 + 1

)2

11
∞∑

n=1

1

n2 − 6n+ 10
12

∞∑

n=1

1

ln(n+ 1)

13
∞∑

n=1

√
n2 + n+ 1−

√
n2 − n+ 1

n
14

∞∑

n=1

1

n
sin

(1

n

)

15
∞∑

n=1
tg

( π

4n

)
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Çàäà÷à �4

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü äàííûå ðÿäû ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà

Äàëàìáåðà.

� �

1
∞∑

n=1

n

2n
2

∞∑

n=1

n3

3n + 1

3
∞∑

n=1

5n

n!
4

∞∑

n=1

n!

3n + 2n

5
∞∑

n=1

n∏

j=1

3j − 1

4j − 3
6

∞∑

n=1
n2 sin

( π

2n

)

7
∞∑

n=2

(2n+ 1)!!

3n · n! 8
∞∑

n=1

(n!)2

(2n)!

9
∞∑

n=1

n100

2n
10

∞∑

n=1

(2n)!!

n!

11
∞∑

n=1

2n − 1

n3 + 1
12

∞∑

n=1

3n − 2n

3n + 4n

13
∞∑

n=1

n10

2n + n10
14

∞∑

n=1

nn

n!

15
∞∑

n=1

(2n+ 1)!!

nn
16∗

∞∑

n=1

en · n!
nn

Çàäà÷à �4.1

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü äàííûå ðÿäû.

� �

1
∞∑

n=1

n3

2n + n
2

∞∑

n=1

1

3nn!

(n+ 1

n

)n2
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3
∞∑

n=2

2n

n
√
ln n

4
∞∑

n=2

1

(2n+ 5) ln3 n

5
∞∑

n=1

3n3 + | sin n|
n4 + 1

6
∞∑

n=1

3n + arctg(3n)

n!

7
∞∑

n=2

5nn!

nn −
∣
∣
∣cos

π n

6

∣
∣
∣

Çàäà÷à �5

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü äàííûå ðÿäû ñ ïîìîùüþ ðàäèêàëü-

íîãî ïðèçíàêà Êîøè (1 � 10) è èíòåãðàëüíîãî ïðèçíàêà Êîøè (11

� 16).

� �

1
∞∑

n=1

( n

2n+ 1

)n

2
∞∑

n=1

( n+ 1

3n+ 4

)n

3
∞∑

n=1

1

lnn(n+ 1)
4

∞∑

n=1

arcsinn
(1

n

)

5
∞∑

n=1

(n+ 1

n

)n2

6
∞∑

n=1

(2n+ 1

2n+ 3

)n2

7
∞∑

n=2

1

2n

(n+ 1

n

)n2

8
∞∑

n=1

( n

4n+ 1

)3n

9
∞∑

n=1

1

3n

(n+ 1

n

)n2

10
∞∑

n=1

(n+ 1

n

)n

arctg
1

2n

11
∞∑

n=2

1

n · ln n
12

∞∑

n=2

1

n
√
ln n

13
∞∑

n=2

1

n ln3 n
14

∞∑

n=3

1

n ln n(ln ln n)

15
∞∑

n=3

1

n ln n(ln ln n)3
16

∞∑

n=1

( 1 + n

1 + n2

)2
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Çàäà÷à �6

Äîêàçàòü, ÷òî äàííûå çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû íå ÿâëÿþòñÿ

àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ëåéáíèöà, äîêàçàòü

èõ óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü.

� �

1
∞∑

n=1

(−1)n+1

√
n

2
∞∑

n=1

(−1)n

4n− 1

3
∞∑

n=1

(−1)n+1

√
n2 − 2n+ 5

4
∞∑

n=2

(−1)n

ln n

5
∞∑

n=1

(−1)n

n ln n
6

∞∑

n=1
(−1)n+1 ln

(n+ 1

n

)

7
∞∑

n=2
(−1)n sin

1

n
8

∞∑

n=1
(−1)n+1 tg

( 1√
n+ 1

)

9
∞∑

n=1

(−1)n

n · arctg n
10

∞∑

n=3

(−1)n+1

n ln n ln ln n

11
∞∑

n=3

(−1)n

n ln n
√
ln ln n

12
∞∑

n=1

(−1)n+1n

n2 + 1

13
∞∑

n=2

(−1)n ln n

n
14

∞∑

n=1

(−1)n+1

n− ln n

15
∞∑

n=1

(−1)n arctg n

n
16

∞∑

n=1

(−1)n+1n√
n3 + 3

17
∞∑

n=1

(−1)n 3
√
n√

n+ 1
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Çàäà÷à �7

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü äàííûå çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû.

� �

1
∞∑

n=1

(−1)n

n
√
n

2
∞∑

n=1

sin n

(ln 5)n

3
∞∑

n=1

cos n+ 2 sin n

n2
4

∞∑

n=2

(−1)nn

2n+ 5

5
∞∑

n=1

(−1)n−1n3

2n
6

∞∑

n=1

(−1)nn!

(2n− 1)!!

7
∞∑

n=2

(−1)n
(2n+ 1

3n+ 5

)n

8
∞∑

n=1

(−1)n
(2n+ 1

2n+ 5

)n

9
∞∑

n=1

cos(17n) arctg(17n)√
n3 + 1

10
∞∑

n=1

sin(5n)
(√

n+ 1−
√
n− 1

)

4
√
n3

11
∞∑

n=1

cos(3n) ln n
4
√
n5

12
∞∑

n=1
(−1)n

2n
2

n!

13
∞∑

n=1
(−1)n

enn!

nn
14∗

∞∑

n=1

sin
(πn

4

)

n

15∗
∞∑

n=1

sin
(πn

3

)

√
n

16∗
∞∑

n=1

sin(2n)

n

Çàäà÷à �8

Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè äàííîãî �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

� �

1
∞∑

n=1

1

nx
2

∞∑

n=1

1

1 + xn
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3
∞∑

n=1
sin

x

2n
4

∞∑

n=2

sin(nx)

n2

5
∞∑

n=1
xn tg

( x

2n

)

6
∞∑

n=1

cos(nx)

enx

7
∞∑

n=1

e−n2x 8
∞∑

n=1

nx

enx

9
∞∑

n=1

sin(nx2)

2n
10

∞∑

n=1

1

n2en
2x2

11
∞∑

n=1

1

nnx
12

∞∑

n=1

( 2x

x+ 1

)n

13
∞∑

n=1

( nx

2nx2 + 1

)n

14
∞∑

n=1

2n

xn + 1

15
∞∑

n=1
n
(2x+ 1

3x+ 5

)n

16
∞∑

n=1

1

n+ arctg2(nx)

17
∞∑

n=1

1√
n+ cos2(nx)

Çàäà÷à �9

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà, äîêàçàòü, ÷òî äàííûé �óíê-

öèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â óêàçàííîé îáëàñòè.

�

1
∞∑

n=1

sin(πnx)

n
√
n+ x

x ∈ [0,+∞)

2
∞∑

n=1

1√
n
sin

x

n
x ∈ [0, π]

3
∞∑

n=1

cos(nx)

en + n2x2
x ∈ (−∞,+∞)
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4
∞∑

n=2

xn√
n4 + x4

x ∈ [−1, 1]

5
∞∑

n=1

xn

2n
√
n4 + x2

x ∈ [−2, 2]

6
∞∑

n=1

sin(3nx2)

x2 + 3n2
x ∈ (−∞,+∞)

7
∞∑

n=1

cos(nx)

n
√
n

x ∈ (−∞,+∞)

8
∞∑

n=1

xn

n2 + x2
x ∈ [−1, 1]

9
∞∑

n=1

n
√
1− x2n

2n
x ∈ [−1, 1]

10
∞∑

n=1

n2

n!

(

xn +
1

xn

)

x ∈
[
1

2
, 2

]

11
∞∑

n=1

x

n3 + x3
x ∈ [0,+∞)

12
∞∑

n=1

nx

3n(1 + n2x2)
x ∈ (−∞,+∞)

13
∞∑

n=1

nx3

n6 + x6
x ∈ (−∞,+∞)

14
∞∑

n=1

nx

n6 + x6
x ∈ (−∞,+∞)

15
∞∑

n=1
x2e−nx x ∈ [0,+∞)

16
∞∑

n=1

x2

n4 + x4
x ∈ (−∞,+∞)
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17
∞∑

n=1

nx

n4 + x4
x ∈ (−∞,+∞)

18
∞∑

n=1

n2x2

n6 + x6
x ∈ (−∞,+∞)

19
∞∑

n=1

nx2

n5 + x5
x ∈ [0,+∞)

20
∞∑

n=1

nx3

2n(n5 + x5)
x ∈ [0,+∞)

21
∞∑

n=1

n
3

2x2

n5 + x5
x ∈ [0,+∞)

Çàäà÷à �10

Íàéòè ðàäèóñ è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Èññëå-

äîâàòü ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà.

� �

1
∞∑

n=1

xn

n+ 1
2

∞∑

n=1

nxn√
n2 + 1

3
∞∑

n=1

x2n−1

3nn
√
n+ 1

4
∞∑

n=2

2nxn
√

n(n2 + 1)

5
∞∑

n=1
(−1)n

2n+ 1

n(n+ 1)
xn 6

∞∑

n=1

( 2n

3n+ 2

)n

xn

7
∞∑

n=1
(−1)n+1 x3n

√

n(n+ 1)
8

∞∑

n=1
(−1)n−1 3n+ 1

n(n+ 1)
(x+ 1)n

9
∞∑

n=1
(x− 1)n sin

1

n+ 1
10

∞∑

n=1

arctg n

2n(n2 + 1)
(x− 5)n

11
∞∑

n=1
n ln

(n+ 3

n

)

(x+ 2)n 12
∞∑

n=1

2n(x− 3)n√
n
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13
∞∑

n=2

3n
(

x+
1

3

)n

n ln2 n
14

∞∑

n=1

( n

n+ 3

)n

2

(x− 2)n

15
∞∑

n=1

( 2n

2n+ 5

)3n

(x+ 4)n 16
∞∑

n=1

(x+ 1)2n+1

n2n
√
n+ 1

17
∞∑

n=1
(−1)n

(x+ 10)n
√

n(n+ 1)
18

∞∑

n=1

n(x+ 100)n

3
√
n3 + 3

19
∞∑

n=1

ln(n+ 1)

n+ 1
(x+ 7)n 20

∞∑

n=1
(nx)n

21
∞∑

n=1

(−1)n+1(x+ 17)n

(2n− 1)(2n− 1)!
22

∞∑

n=1

2nn!x2n

(2n)!

23
∞∑

n=1
(−1)n

(x+ 11)n

n2n ln n
24

∞∑

n=1

[( n

n+ 1

)n

x
]n

25
∞∑

n=1
n!
(n+ 2

n

)n

Çàäà÷à �11

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé, ïî-

ëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ äàííûõ �óíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû ïî ñòåïå-

íÿì ïåðåìåííîé (x−x0). Óêàçàòü îáëàñòè ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííûõ
ðÿäîâ.

�

1 y = e−x x0 = 0

2 y = e2x x0 = −1

3 y = e−x2+6x x0 = 3
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4 y = (1− x)e−3x x0 = 1

5 y =
x

3x− 1
x0 = 0

6 y =
x

4x2 + 3
x0 = 0

7 y =
3x+ 2

2x2 + x− 3
x0 = −2

8 y =
2x− 3

2− 5x− 3x2
x0 = −1

9 y = sin x cos x x0 = 0

10 y = x cos(3x) x0 = 0

11 y = sin(x2) x0 = 0

12 y = sin2 x x0 = 0

13 y = sin3 x x0 = 0

14 y = cos(x3) x0 = 0

15 y = cos2(x2) x0 = 0

16 y = cos3 x x0 = 0

17 y = ch x x0 = 0

18 y = sh x x0 = 2

19 y = ln(3− 2x) x0 = −4
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20 y = ln(2x2 + 3x− 2) x0 = 1

21 y = ln(6− x− x2) x0 = −2

22 y =
1

x2
x0 = 2

23 y =
3x+ 1

(x− 2)2
x0 = 2

24 y =
x+ 2

(x+ 1)2
x0 = −2

25 y = 3
√
x x0 = 1

26 y =
√
1 + x2 x0 = 0

27 y =
1√

4 + x2
x0 = 0

28 y = arctg x x0 = 0

29 y = arcsin x x0 = 0

30 y = ln(x+
√
1 + x2) x0 = 0

31 y = ln

√
1 + x

1− x
x0 = 0

32 y = ln
(2 + x

2− x

)

x0 = −1

Çàäà÷à �12

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé â ñòåïåííûå ðÿ-

äû, âû÷èñëèòü ñóììû ñëåäóþùèõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ:
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�

1 2 +
∞∑

n=2

1

n!

2
1

2
+

∞∑

n=2

(−1)n

2nn!

3
∞∑

n=0
(−1)n

2n

n!

4
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!

5
∞∑

n=1

1

(2n)!

6
∞∑

n=1

(−1)n+1

n

7
∞∑

n=1

(−1)n+1

n2n

8
∞∑

n=1

(−1)n

3n+1(2n+ 1)

9
1

2!
− 1

3!
+

1

4!
− . . .+

(−1)n+1

(n+ 1)!
+ . . .

10 4 +
9

2!
+

27

3!
+ . . .+

3n

n!
+ . . .

11 1− 1

3!
+

1

5!
+ . . .+

1

(2n+ 1)!
+ . . .

12 1 +
1

3!
+

1

5!
+ . . .+

1

(2n+ 1)!
+ . . .

13 2 +
23

3!
+

25

5!
+ . . .+

22n+1

(2n+ 1)!
+ . . .

14
1

2
+

1

2 · 22 +
1

3 · 23 + . . .+
1

n · 2n + . . .
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15 1− 1

3
+

1

5
− . . .+

(−1)n

2n+ 1
+ . . .

16
1

2
+

1

233
+

1

255
+ . . .+

1

22n−1(2n− 1)
+ . . .

17 1− 2

3
+

3

32
− . . .+

(−1)n(n+ 1)

3n
+ . . .

18 1 +
2

5
+

3

52
+ . . .+

(n+ 1)

5n
+ . . .

19 2 +
3

22
+

4

23
+ . . .+

n+ 1

2n
+ . . .

20∗
1 · 2
4

+
2 · 3
42

+
3 · 4
43

+ . . .+
n(n+ 1)

4n
+ . . .

21∗
1 · 2
5

− 2 · 3
52

+
3 · 4
53

− . . .+ (−1)n+1n(n+ 1)

5n
+ . . .

22∗ 1 +
2

3!
+

3

5!
+ . . .+

n+ 1

(2n+ 1)!
+ . . .

23∗ 1 +
1

3 · 8 · 1! +
3!!

5 · 82 · 2! + . . .+
(2n− 1)!!

(2n+ 1) · 8n · n! + . . .

24∗ 1 +
1

3 · 4 · 1! +
3!!

5 · 42 · 2! + . . .+
(2n− 1)!!

(2n+ 1) · 4n · n! + . . .

25∗ 3 +
32

3 · 8 · 1! +
333!!

5 · 82 · 2! + . . .+
3n+1(2n− 1)!!

(2n+ 1) · 8n · n! + . . .

Çàäà÷à �13

Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4
.

1
0.5∫

0

dx

1 + x4
2

0.8∫

0

dx

1 + x5
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3
0.5∫

0

dx

ex
2

4
1∫

0

ex − 1

xex
dx

5
1∫

0

sin(x2)

x
dx 6

1∫

0

sin(x2)

x2
dx

7
1∫

0

1− cos x

x2
dx 8

0.3∫

0

ln(1 + x)

x
dx

9
0.5∫

0

ln(1 + x2)

x2
dx 10

0.2∫

0

arctg x

x
dx

11
0.5∫

0

arctg(x2)

x2
dx 12

0.6∫

0

3
√
1 + x2 dx

13
0.8∫

0

√
1 + x5 dx 14

0.5∫

0

1√
1 + x4

dx

15
1∫

0

cos(x3) dx

Çàäà÷à �14

Â çàäàíèÿõ 1 � 10 ðàçëîæèòü �óíêöèþ, çàäàííóþ íà èíòåðâàëå,

â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì. Ïðè ïîìîùè

ïîëó÷åííûõ ðàçëîæåíèé âû÷èñëèòü ñóììû ÷èñëîâûõ ðÿäîâ:

∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
,

∞∑

k=0

1

(2k + 1)4
,

∞∑

k=1

1

k2
.

� �

1 y = 2x− 1 x ∈ (0, 1) 2 y = 4− 2x x ∈ (0, 4)

3 y = 3x− 3 x ∈ (0, 2) 4 y = 2− 4x x ∈ (0, 1)

5 y = 2x− 3 x ∈ (0, 3) 6 y = 6− 4x x ∈ (0, 3)
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7 y = x− 2 x ∈ (0, 4) 8 y = 1− x x ∈ (0, 2)

9 y = 2x− 5 x ∈ (0, 5) 10 y = 6− 3x x ∈ (0, 4)

Â çàäàíèÿõ 11, 12 ðàçëîæèòü �óíêöèþ, çàäàííóþ íà èíòåðâàëå,

â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì. Ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííûõ ðàçëîæåíèé

âû÷èñëèòü ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑

k=1

1

4n2 − 1
. Ïðîâåðèòü ðåçóëü-

òàò, âû÷èñëèâ ñóììó êàê ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

11) y = sin
x

2
, x ∈ (0, π) 12) y = cos

x

2
, x ∈ (0, π)

13) �àçëîæèòü �óíêöèþ y = x2, x ∈ (0, 1), â ðÿä Ôóðüå ïî êî-
ñèíóñàì. Ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ âû÷èñëèòü ñóììû

÷èñëîâûõ ðÿäîâ

∞∑

k=1

(−1)k+1

k2
,

∞∑

k=1

1

k2
,

∞∑

k=1

1

(2k + 1)2
,

∞∑

k=1

1

k4
.

14) �àçëîæèòü �óíêöèþ y = x3, x ∈ (0, 1), â ðÿä Ôóðüå ïî

ñèíóñàì. Ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ âû÷èñëèòü ñóììó

÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑

k=1

1

k6
.

Çàäà÷à �15

a) �àçëîæèòü �óíêöèþ y = f(x), çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå (0, l),
â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì. Ïîñòðîèòü ãðà�èêè 2-îé, 3-åé ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì. Çàïèñàòü ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïîëó÷åí-

íîãî ðÿäà.

b) �àçëîæèòü �óíêöèþ y = f(x), çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå (0, l),
â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì. Ïîñòðîèòü ãðà�èêè 2-îé, 3-åé ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì.


) �àçëîæèòü �óíêöèþ y = f(x) â ðÿä Ôóðüå, ïðîäîëæàÿ åå íà

ïîëóïåðèîäå (−l, 0) �óíêöèåé, ðàâíîé íóëþ. Ïîñòðîèòü ãðà-
�èêè âòîðîé, ÷åòâåðòîé ÷àñòè÷íûõ ñóìì.



Ê

à

�

å

ä

ð

à

Â

Ì

-

2

Ì

�

Ò

Ó

Ì

È

�

Ý

À

25

� �

1 y =







0, 0 < x <
π

3

1,
π

3
< x ≤ 2π

3

0
2π

3
< x < π

2 y =







1− x, 0 < x < 1

0, 1 ≤ x ≤ 2

2− x 2 < x < 3

3 y =

{

2− 2x, 0 < x ≤ 1

0 1 < x < π
4 y = |x− 1| − 1, 0 ≤ x < 2

5 y = 5− 2x, 0 < x < 3

Çàäà÷à �16

Ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëîì Ôóðüå �óíêöèþ, çàäàííóþ íà èíòåð-

âàëå (0,+∞), ïðîäîëæèâ åå íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ÷åòíûì è íå÷åò-

íûì îáðàçîì.

�

1 f(x) =







1, 0 < x < 1
1

2
, x = 1

0 x > 1

2 f(x) =

{

1− x, 0 < x ≤ 1

0 x > 1

3 f(x) =







1− x

2
, 0 < x ≤ 2

0, x > 2



Ê

à

�

å

ä

ð

à

Â

Ì

-

2

Ì

�

Ò

Ó

Ì

È

�

Ý

À

26

4 f(x) =







2− 3x, 0 < x ≤ 2

3

0 x >
2

3

5 f(x) =







4x− 1, 0 < x ≤ 1

4

0 x >
1

4

6 f(x) =

{

sin x, 0 ≤ x ≤ π

0 x > π

7 f(x) =







cos x, 0 < x < π

−1

2
, x = π

0 x > π

8 f(x) = e−x, x > 0

9) Íàéòè êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè f(x) =
1

a2 + x2
,

a > 0, è ïðåäñòàâèòü åå èíòåãðàëîì Ôóðüå íà èíòåðâàëå (0,+∞).

10) Íàéòè ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè f(x) =
1

a2 + x2
,

a > 0, è ïðåäñòàâèòü åå èíòåãðàëîì Ôóðüå íà èíòåðâàëå (0,+∞).

11) Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ Ôóðüå âû÷èñëèòü ñëå-

äóþùèå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû:

+∞∫

0

sin x

x
dx,

+∞∫

0

cos x

1 + x2
dx,

+∞∫

0

sin3 x

x
dx,

+∞∫

0

x sin x

1 + x2
dx,

+∞∫

0

sin2 x

x2
dx

Çàäà÷à �17

Ìåòîäîì Ôóðüå íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû
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∂2U

∂t2
=

∂2U

∂x2
äëèíû l = 2, çàêðåïëåííîé íà êîíöàõ: u(0, t) =

u(2, t) = 0 è óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

U(x, 0) = f(x),
∂U(x, 0)

∂t
= ϕ(x).

� f(x) ϕ(x)

1

{

x, 0 ≤ x ≤ 1

2− x, 1 ≤ x ≤ 2
0

2 0 2x− x2, 0 ≤ x ≤ 2

3

{

−2x, 0 ≤ x ≤ 1

2(x− 2), 1 ≤ x ≤ 2
0

4 0 x2 − 2x, 0 ≤ x ≤ 2

5







x

3
, 0 ≤ x ≤ 1

2− x

3
, 1 ≤ x ≤ 2

0

6 0 4x− 2x2, 0 ≤ x ≤ 2

7

{

−x, 0 ≤ x ≤ 1

x− 2, 1 ≤ x ≤ 2
0
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� f(x) ϕ(x)

8 0
x2

4
− x

2
, 0 ≤ x ≤ 2

9

{

2x, 0 ≤ x ≤ 1

2(2− x), 1 ≤ x ≤ 2
0

10 0 8x− 4x2, 0 ≤ x ≤ 2

11
x2

2
− x, 0 ≤ x ≤ 2 0

12 0

{

−3x, 0 ≤ x ≤ 1

3(x− 2), 1 ≤ x ≤ 2

13 3x2 − 6x, 0 ≤ x ≤ 2 0

14 0







x

5
, 0 ≤ x ≤ 1

2− x

5
, 1 ≤ x ≤ 2

15 4x− 2x2, 0 ≤ x ≤ 2 0

16 0







−2x

3
, 0 ≤ x ≤ 1

2(x− 2)

3
, 1 ≤ x ≤ 2
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� f(x) ϕ(x)

17 − x2

2
+ x, 0 ≤ x ≤ 2 0

18 0

{

5x, 0 ≤ x ≤ 1

5(2− x), 1 ≤ x ≤ 2

19
x

2
− x2

4
, 0 ≤ x ≤ 2 0

20 0







−x

2
, 0 ≤ x ≤ 1

(x− 2)

2
, 1 ≤ x ≤ 2

21







x

3
, 0 ≤ x ≤ 1

2− x

3
, 1 ≤ x ≤ 2

0

22 0 4x− 2x2, 0 ≤ x ≤ 2

23

{

−x, 0 ≤ x ≤ 1

x− 2, 1 ≤ x ≤ 2
0

24 0
x2

4
− x

2
, 0 ≤ x ≤ 2

25

{

2x, 0 ≤ x ≤ 1

2(2− x), 1 ≤ x ≤ 2
0
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4 Òèïîâîé ðàñ÷åò

Çàäà÷à �1

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé ðÿä.

� �

1
∞∑

n=1

n4

4n + n2
2

∞∑

n=1

2n

(n+ 1)! + n

3
∞∑

n=1

2n

(n+ 1) ln(n+ 1)
4

∞∑

n=1

(n3 + 3) cos π
4n

n
5
√
n9 + 1

5
∞∑

n=1

n

(n+ 1)!2n
6

∞∑

n=2

1

(n+ 2)
√
ln3 n

7
∞∑

n=1

2n

n!

( n

n+ 1

)n2

8
∞∑

n=1

5
√
3n2 + 4 + n!

5
√
n2 + 5n+ sin 3n

9
∞∑

n=1
3n(2n+ 1)

( 2n

2n+ 1

)n2

10
∞∑

n=1
arcsin

2n+ 1

3n3 + n+ 5

11
∞∑

n=1

3−n

4n+ 1

(4n+ 1

4n

)2

12
∞∑

n=2

1

(3n+ 2) ln2 n

13
∞∑

n=1

(√n+ 2√
n+ 3

)
√
n3

cos
π n

4
14

∞∑

n=1
(n+ 1) tg

n+ 2

n2 + 3

15
∞∑

n=1

n3

2n + 2n
16

∞∑

n=1

ln(1 + 2−n)

arctg(n−2)

17
∞∑

n=1

1
3
√
n

arctg

√
n+ 2

3
√
n2 + 1

18
∞∑

n=1

3 + | sin 3n|
3n

19
∞∑

n=1

n22n

3n + 3
20

∞∑

n=1

5 + cos π n
4

(
π
2

)n

21
∞∑

n=1

(
e

1√
n − 1

)
sin

√
n

n2 + 1
22

∞∑

n=1

2nn2 + 2

n4

23
∞∑

n=1

n!

nn + 1
24

∞∑

n=1

9n sin π n2

2

(2n+ 1)!



Ê

à

�

å

ä

ð

à

Â

Ì

-

2

Ì

�

Ò

Ó

Ì

È

�

Ý

À

31

25
∞∑

n=1
ln
(
cos

2π

n

)
26

∞∑

n=2

2n

n3

( n

n+ 1

)n2

27
∞∑

n=1

2n5 + arctg n5

n3
28

∞∑

n=1

3n + n3

n5

29
∞∑

n=1

arctg
√
n+ 2

(n+ 1) ln2(n+ 1)
30

∞∑

n=1

3 · 6 · . . . · (3n)
4n(n+ 1)!

arcsin
1

2n

31
∞∑

n=1

2n2 − arccos
(

1
2n2

)

n!

Çàäà÷à �2

Íàéòè ðàäèóñ è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Èññëåäî-

âàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ èíòåðâàëà.

� �

1
∞∑

n=1

xn

n+ 1
2

∞∑

n=1

2nxn
√

n(n2 + 1)

3
∞∑

n=1
(−1)n

2n+ 1

n(n+ 1)
xn 4

∞∑

n=1

( 2n

3n+ 2

)n

xn

5
∞∑

n=1

(−1)n+1x3n
√

n(n+ 1)
6

∞∑

n=2
(−1)n−1 3n+ 1

n(n+ 1)
(x+ 1)n

7
∞∑

n=1
(x− 1)n sin

1

n+ 1
8

∞∑

n=1

2n(x− 3)n√
n

9
∞∑

n=1
(−1)n

(x+ 10)n
√

n(n+ 1)
10

∞∑

n=1

ln(n+ 1)

n+ 1
(x+ 7)n

11
∞∑

n=2
(−1)n

(x+ 11)n

n2n ln n
12

∞∑

n=2

3n(x− 2)2n

n ln n

13
∞∑

n=1
ln
(n+ 2

n

)

(x+ 2)n 14
∞∑

n=1

n(x− 2)3n√
n3 + 2n− 1
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15
∞∑

n=1
(2x− 1)n tg

1

n
16

∞∑

n=1
(−1)n

(x− 2)2n

n2n

17
∞∑

n=2

ln n

n
√
n
(x+ 1)n 18

∞∑

n=1

arctg n

2n(5n− 2)
(x+ 3)n

19
∞∑

n=1

(−1)nn
3
√
n4 + 2n

(x− 2)n 20
∞∑

n=1

(3x+ 2)n sin
1

n+ 2

21
∞∑

n=1
ln
(n+ 3

n+ 1

)(x+ 1

2

)n

22
∞∑

n=1

(x− 2)n

ln(n+ 2)

23
∞∑

n=1

nnxn

(n+ 1)n
24

∞∑

n=0

(√
n+ 1−√

n
)
(x− 2)n

25
∞∑

n=1

2n

2n + 3n
xn 26

∞∑

n=1
(x− 2)3n arcsin

1√
n

27
∞∑

n=1

xn√
n

cos
(π n

2

)

28
∞∑

n=1
n(2x− 1)n arctg

1

n2 + 1

29
∞∑

n=1

(x+ 2)n

2n + 3n
30

∞∑

n=1

(
n−

√
n2 + 1

)
x3n

Çàäà÷à �3

Ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

�óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå.

�

1
∞∑

n=1

n2

(x+ 1
n
)n

x ∈ [2, 3]

2
∞∑

n=1
(−1)n

(

1− 1

n

) 1

xn
x ∈ [−3,−2]

3
∞∑

n=2

n+ (−1)n

n(n− 1)
sin

x√
n

x ∈ [−2, 2]
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4
∞∑

n=2
ln
(

1 +
xn

n3

)

x ∈ [0, 1]

5
∞∑

n=1
e−(1−x

√
n)2 x ∈ [1, 2]

6
∞∑

n=1

n3
(√

2 + sin(nx)
)n

3n
x ∈ (−∞,+∞)

7
∞∑

n=1

n2x

2n + xn + 1
x ∈ [0, 5]

8
∞∑

n=1

√
x+ 1 cos(nx)

3
√
n5 + 1

x ∈ [0, 2]

9
∞∑

n=1
xn! x ∈

[

−1

2
,
1

2

]

10
∞∑

n=1

(n!)2(x− 3)n
2

2n2
x ∈ [2, 3]

11
∞∑

n=1

xn

1 + x2n
x ∈ [−3,−2]

12
∞∑

n=1

(−1)n+1 tgn x

n(n+ 1)
x ∈

[

−π

6
,
π

6

]

13
∞∑

n=1

(

x+
(−1)n+1

n

)

xn−1 x ∈
[

−1

2
,
1

2

]

14
∞∑

n=1

3n
2

xn
2

x ∈ [4, 5]

15
∞∑

n=1

(−1)n + 1
n

(x− 1)2n
x ∈ [−2,−1]

16
∞∑

n=1

(1

x
+

x

n

)n

x ∈ [3, 5]

17
∞∑

n=1

(x+ 1) sin2(nx)

n
√
n+ 1

x ∈ [−3, 0]
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18
∞∑

n=1

nn+1

(x− 4)n2
x ∈ [1, 2]

19
∞∑

n=1
ln
(

1 +
x+ 1

n ln2(n+ 1)

)

x ∈ [0, 3]

20
∞∑

n=2
sinn

x ln n

x− n
x ∈ [0, 1]

21
∞∑

n=1

2 + (−1)n

x2n
x ∈

[
3

2
, 3

]

22
∞∑

n=1

(π − x) cos2(nx)
4
√
n7 + 1

x ∈ [0, π]

23
∞∑

n=1

n2

lnn(x− 1)
x ∈ [4, 5]

24
∞∑

n=1
n2
√
x+ 1 e−

n

x x ∈
[
1

2
, 2

]

25
∞∑

n=1

nn

n!
sin

πxn

2n
x ∈

[

0,
1

2

]

26
∞∑

n=1

n3x

3n + xn + 2
x ∈ [0, 4]

27
∞∑

n=1

x2n

n
√
n3 + x

x ∈ [0, 1]

28
∞∑

n=2
ln
(

1 +
x3

n ln2 n

)

x ∈ [0, 2]

29
∞∑

n=1

3
√
x2 + 4 sin nx

n
√
n4 + 1

x ∈ [0, 2]

30
∞∑

n=1

(4− x) cos2 nx√
n8 + 1

x ∈ [0, 4]

Çàäà÷à �4

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé, ïîëó÷èòü ðàç-
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ëîæåíèÿ äàííûõ �óíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ïåðå-

ìåííîé (x− x0). Óêàçàòü îáëàñòè ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ.

�

1 y = e2x x0 = −1

2 y =
2

x2 + x− 6
x0 = 0

3 y = sin x cos x x0 = 0

4 y = ln(3− 2x) x0 = −4

5 y = (1− x) e−3x x0 = 1

6 y =
2x− 1

(x− 2)(x− 3)
x0 = 1

7 y = x cos 3x x0 = 0

8 y = ln(2x2 + 3x− 2) x0 = 1

9 y = cos x cos 5x x0 = 0

10 y =
2x− 3

2− 5x− 3x2
x0 = −1

11 y = e−x2+6x x0 = 3

12 y = sin2 x x0 = 0

13 y = ln(x2 + 5x+ 6) x0 = 2

14 y =
3x+ 1

2x2 − 5x− 3
x0 = 0
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15 y = sin 2x cos 2x x0 = 0

16 y =
√
8− x2 + 2x x0 = 1

17 y = (x− 1) ln(2x− 3) x0 = 2

18 y =
5− 2x

x2 − 2x− 8
x0 = 1

19 y = cos2
x

2
x0 = −1

20 y = (x− 2) e−x2+4x x0 = 2

21 y = ln(6x− 5− x2) x0 = 3

22 y = sin 3x sin x x0 = 0

23 y =
1− e−x2

x2
x0 = 0

24 y = ln 3

√
1 + 2x

1− x
x0 = 0

25 y =
x2

(x+ 1)(x+ 2)
x0 = 1

26 y = cos x sin2 x x0 = 0

27 y = (3− x) e3x−1 x0 = 3

28 y =
1√

x2 − 6x+ 18
x0 = 3

29 y = ln
2− x2√
1 + x2

x0 = 0
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30 y =
x+ 3

(x+ 1)(x− 2)
x0 = 0

Çàäà÷à �5

à) �àçëîæèòü �óíêöèþ y = f(x), çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå

(0, l), â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì. Ïîñòðîèòü ãðà�èêè 2-îé, 3-åé

÷àñòè÷íûõ ñóìì. Çàïèñàòü ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïîëó÷åííîãî

ðÿäà.

á) �àçëîæèòü �óíêöèþ y = f(x), çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå

(0, l), â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì. Ïîñòðîèòü ãðà�èêè 2-îé, 3-åé ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì.

â) �àçëîæèòü �óíêöèþ y = f(x) â ðÿä Ôóðüå, ïðîäîëæàÿ åå íà
ïîëóïåðèîäå (−l, 0) �óíêöèåé, ðàâíîé íóëþ. Ïîñòðîèòü ãðà�èêè

âòîðîé, ÷åòâåðòîé ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

� �

1 y = 1− 3x l = 1 2 y = 4x+ 4 l = 2

3 y = 2x+ 1 l = 3 4 y = 1− x l = 4

5 y = 4− 4x l = 2 6 y = 3x+ 2 l = 3

7 y = 4− 2x l = 1 8 y = 1− 2x l = 4

9 y = 4x− 1 l = 4 10 y = 2− 3x l = 3

11 y = 4x− 3 l = 2 12 y = x+ 1 l = 1

13 y = 2x− 1 l = 2 14 y = 1− 4x l = 1

15 y = x− 1 l = 4 16 y = 4x+ 1 l = 2

17 y = 3x− 1 l = 1 18 y = 3x+ 3 l = 2

19 y = 2− 2x l = 2 20 y = 3− 3x l = 1

21 y = 3x+ 1 l = 2 22 y = 2− 4x l = 1

23 y = 2x+ 2 l = 4 24 y = 4x+ 3 l = 1

25 y = 2x− 2 l = 3 26 y = 3x− 2 l = 2
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27 y = 4x+ 2 l = 1 28 y = 4x− 2 l = 2

29 y = 3− 4x l = 1 30 y = 3x− 3 l = 2

Çàäà÷à �6

Ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëîì Ôóðüå �óíêöèþ, çàäàííóþ íà èíòåð-

âàëå (0,+∞), ïðîäîëæèâ åå íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ÷åòíûì è íå÷åò-

íûì îáðàçîì.

� �

1 y =







5− 7x, 0 < x ≤ 5

7

0, x >
5

7

2 y =







2− 5x, 0 < x ≤ 2

5

0 x >
2

5

3 y =







7− 2x, 0 < x ≤ 7

2

0, x >
7

2

4 y =







3− 5x, 0 < x ≤ 3

5

0 x >
3

5

5 y =







4− 7x, 0 < x ≤ 4

7

0, x >
4

7

6 y =







5− 6x, 0 < x ≤ 5

6

0 x >
5

6

7 y =







8− 3x, 0 < x ≤ 8

3

0, x >
8

3

8 y =







6− 5x, 0 < x ≤ 6

5

0 x >
6

5

9 y =







2− 9x, 0 < x ≤ 2

9

0, x >
2

9

10 y =







7− 4x, 0 < x ≤ 7

4

0 x >
7

4
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11 y =







3− 8x, 0 < x ≤ 3

8

0, x >
3

8

12 y =







4− 5x, 0 < x ≤ 4

5

0 x >
4

5

13 y =







8− 5x, 0 < x ≤ 8

5

0, x >
8

5

14 y =







5− 9x, 0 < x ≤ 5

9

0 x >
5

9

15 y =







2− 7x, 0 < x ≤ 2

7

0, x >
2

7

16 y =







7− 3x, 0 < x ≤ 7

3

0 x >
7

3

17 y =







3− 2x, 0 ≤ x ≤ 3

2

0 x >
3

2

18 y =







4− 9x, 0 < x ≤ 4

9

0 x >
4

9

19 y =







5− 2x, 0 < x ≤ 5

2

0 x >
5

2

20 y =







8− 7x, 0 < x ≤ 8

7

0 x >
8

7

21 y =







6− 7x, 0 ≤ x ≤ 6

7

0 x >
6

7

22 y =







7− 5x, 0 < x ≤ 7

5

0 x >
7

5

23 y =







3− 4x, 0 < x ≤ 3

4

0 x >
3

4

24 y =







4− 3x, 0 < x ≤ 4

3

0 x >
4

3
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25 y =







5− 8x, 0 ≤ x ≤ 5

8

0 x >
5

8

26 y =







7− 6x, 0 < x ≤ 7

6

0 x >
7

6

27 y =







3− 7x, 0 < x ≤ 3

7

0 x >
3

7

28 y =







5− 4x, 0 < x ≤ 5

4

0 x >
5

4

29 y =







7− 8x, 0 ≤ x ≤ 7

8

0 x >
7

8

30 y =







5− 3x, 0 < x ≤ 5

3

0 x >
5

3

Çàäà÷à �7

Ìåòîäîì Ôóðüå íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû

∂2U

∂t2
=

∂2U

∂x2
äëèíû l = 2, çàêðåïëåííîé íà êîíöàõ: u(0, t) =

u(2, t) = 0 è óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

U(x, 0) = f(x),
∂U(x, 0)

∂t
= ϕ(x)

� f(x) ϕ(x)

1

{

x, 0 ≤ x ≤ 1

2− x, 1 ≤ x ≤ 2
0

2 0 2x− x2, 0 ≤ x ≤ 2

3

{

−2x, 0 ≤ x ≤ 1

2(x− 2), 1 ≤ x ≤ 2
0

4 0 x2 − 2x, 0 ≤ x ≤ 2
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5







x

3
, 0 ≤ x ≤ 1

2− x

3
, 1 ≤ x ≤ 2

0

6 0 4x− 2x2, 0 ≤ x ≤ 2

7

{

−x, 0 ≤ x ≤ 1

x− 2, 1 ≤ x ≤ 2
0

8 0
x2

4
− x

2
, 0 ≤ x ≤ 2

9

{

2x, 0 ≤ x ≤ 1

2(2− x), 1 ≤ x ≤ 2
0

10 0 8x− 4x2, 0 ≤ x ≤ 2

11
x2

2
− x, 0 ≤ x ≤ 2 0

12 0

{

−3x, 0 ≤ x ≤ 1

3(x− 2), 1 ≤ x ≤ 2

13 3x2 − 6x, 0 ≤ x ≤ 2 0

14 0







x

5
, 0 ≤ x ≤ 1

2− x

5
, 1 ≤ x ≤ 2

15 4x− 2x2, 0 ≤ x ≤ 2 0

16 0







−2x

3
, 0 ≤ x ≤ 1

2(x− 2)

3
, 1 ≤ x ≤ 2

17 − x2

2
+ x, 0 ≤ x ≤ 2 0
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18 0

{

5x, 0 ≤ x ≤ 1

5(2− x), 1 ≤ x ≤ 2

19
x

2
− x2

4
, 0 ≤ x ≤ 2 0

20 0







−x

2
, 0 ≤ x ≤ 1

(x− 2)

2
, 1 ≤ x ≤ 2

21







x

3
, 0 ≤ x ≤ 1

2− x

3
, 1 ≤ x ≤ 2

0

22 0 4x− 2x2, 0 ≤ x ≤ 2

23

{

−x, 0 ≤ x ≤ 1

x− 2, 1 ≤ x ≤ 2
0

24 0
x2

4
− x

2
, 0 ≤ x ≤ 2

25

{

2x, 0 ≤ x ≤ 1

2(2− x), 1 ≤ x ≤ 2
0

26 0 x2 − 2x, 0 ≤ x ≤ 2

27

{

x, 0 ≤ x ≤ 1

2− x, 1 ≤ x ≤ 2
0

28 0 2x− x2, 0 ≤ x ≤ 2

29 − x2

2
+ x, 0 ≤ x ≤ 2 0
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30 0

{

5x, 0 ≤ x ≤ 1

5(2− x), 1 ≤ x ≤ 2

×àñòü II. Òåîðèÿ ðÿäîâ

�1 ×èñëîâûå ðÿäû

1.1 ×èñëîâîé ðÿä, ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà

Îäíèì èç âàæíåéøèõ èíñòðóìåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,

óäîáíûì è ïîëåçíûì äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷, ÿâëÿþòñÿ "áåñ-

êîíå÷íûå ñóììû" èëè ðÿäû.

Ïóñòü çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . , an, . . ..

Ñîñòàâëåííîå èç ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûðàæåíèå

a1 + a2 + . . .+ an + . . . =
∞∑

n=1

an

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì, à ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçû-

âàþòñÿ ÷ëåíàìè ýòîãî ðÿäà.

�àññìîòðèì ñóììû

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

. . .

Sn = a1 + a2 + . . .+ an,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà. ×àñòè÷íûå ñóì-

ìû îáðàçóþò íîâóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S1,

S2, . . . , Sn, . . .

×èñëîâîé ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷-

íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ò.å.

∃ lim
n→∞

Sn = S.



Ê

à

�

å

ä

ð

à

Â

Ì

-

2

Ì

�

Ò

Ó

Ì

È

�

Ý

À

44

×èñëî S íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà. Äîïóñêàåòñÿ çàïèñü

∞∑

n=1
an = S, êîòîðàÿ ïðèäàåò ñèìâîëó áåñêîíå÷íîé ñóììû ÷èñëî-

âîé ñìûñë.

×èñëîâîé ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, åñëè ïðåäåë ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè èëè íå ñóùå-

ñòâóåò.

�àññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1.

1

2 · 5 +
1

5 · 8 + . . .+
1

(3n− 1)(3n+ 2)
+ . . . =

=
∞∑

n=1

1

(3n− 1)(3n+ 2)
.

Ïðåäñòàâëÿÿ îáùèé ÷ëåí ðÿäà â âèäå ðàçíîñòè

1

(3n− 1)(3n+ 2)
=

1

3(3n− 1)
− 1

3(3n+ 2)
,

âû÷èñëèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ñ íîìåðîì n

Sn =
( 1

3 · 2 − 1

3 · 5
)

+
( 1

3 · 5 − 1

3 · 8
)

+ . . .+

+
( 1

3(3n− 1)
− 1

3(3n+ 2)

)

=
1

3 · 2 − 1

3(3n+ 2)
.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé lim
n→∞

Sn, ðàâíûé
1

6
. Çíà-

÷èò, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà

1

6
.

Ïðèìåð 2.

1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1) + . . . =
∞∑

n=1

(2n− 1)

Âû÷èñëèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ýòîãî ðÿäà.

Sn = 1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1) =
1− (2n− 1)

2
n = n2.
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Â ýòîì ïðèìåðå lim
n→∞

Sn = ∞, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðÿä ðàñõî-

äèòñÿ.

Ïðèìåð 3.

1− 1 + 1 + . . .+ (−1)n+1 + . . . =
∞∑

n=1

(−1)n+1.

Ó ýòîãî ðÿäà âñå ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâ-

íû 1, à ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâíû 0. Çíà÷èò,
ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì íå ñóùåñòâóåò, è ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 4. �àññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð

∞∑

n=1
arctg

1

n2 + n+ 1
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé

arctg a+ arctg b = arctg
a+ b

1− ab

ñïðàâåäëèâîé â ñëó÷àå, êîãäà a ∈ (0, 1) è b ∈ (0, 1).

S1 = arctg
1

3
,

S2 = arctg

1

3
+

1

7

1− 1

3
· 1
7

= arctg
10

20
= arctg

2

4
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Sn = arctg
n

n+ 2
, è äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü

ýòîé �îðìóëû, ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïóñòü

Sn−1 = arctg
n− 1

n+ 1
, òîãäà

Sn = Sn−1 + an = arctg
n− 1

n+ 1
+ arctg

1

n2 + n+ 1
=

= arctg

n− 1

n+ 1
+

1

n2 + n+ 1

1− n− 1

n+ 1
· 1

n2 + n+ 1

=
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= arctg
(n− 1)(n2 + n+ 1) + (n+ 1)

(n+ 1)(n2 + n+ 1)− (n− 1)
=

= arctg
(n3 − 1) + (n+ 1)

n3 + 2n2 + n+ 2
=

= arctg
n3 + n

n2(n+ 2) + (n+ 2)
= arctg

n(n2 + 1)

(n+ 2)(n2 + 1)
=

= arctg
n

n+ 2
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èòàê, Sn = arctg
n

n+ 2
, lim

n→∞
Sn = lim

n→∞

(

arctg
n

n+ 2

)

=

arctg 1 =
π

4
. �ÿä ñõîäèòñÿ, åãî ñóììà ðàâíà

π

4
.

1.2 �åîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

�åîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü

b, bq, bq2, . . . , bqn−1, . . ., (b 6= 0, q 6= 0).

Ñóììèðóÿ ÷ëåíû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó÷èì ðÿä

∞∑

n=1
bqn−1

. Çàïèøåì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ýòîãî ðÿäà Sn+1 = b + bq +

bq2 + . . .+ bqn äâóìÿ ñïîñîáàìè

Sn+1 = b+ q(b+ bq + bq2 + . . .+ bqn−1) = b+ qSn,

Sn+1 = (b+ qb+ bq2 + . . .+ bqn−1) + bqn = Sn + bqn.

Ïðèðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ b+ qSn = Sn + bqn, ïîëó÷èì Sn(1−
q) = b(1− qn). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî q 6= 1, âûðàçèì Sn

Sn =
b(1− qn)

1− q
.

Â ñëó÷àå, êîãäà q = 1, î÷åâèäíî, ÷òî Sn = nq è lim
n→∞

Sn = ∞, ò.å.

ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Åñëè |q| < 1, òî lim
n→∞

qn = 0 è lim
n→∞

Sn =
b

1− q
, ò.å.
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ðÿä ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà S =
b

1− q
. Åñëè |q| > 1, òî lim

n→∞
qn = ∞

è lim
n→∞

Sn = ∞, ò.å. ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Íàêîíåö, åñëè q = −1, òî ÷à-

ñòè÷íûå ñóììû ïîïåðåìåííî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ q è 0. Ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì íå ñóùåñòâóåò. �ÿä ðàñõî-

äèòñÿ.

Èòàê, ðÿä

∞∑

n=1
bqn−1

ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèè |q| < 1, è åãî ñóììà

ðàâíà

b

1− q
. Åñëè |q| ≥ 1, òî ðÿä

∞∑

n=1
bqn−1

ðàñõîäèòñÿ.

1.3 �àðìîíè÷åñêèé ðÿä

�ÿä

1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
+ . . . =

∞∑

n=1

1

n

íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì. Êàæäûé ÷ëåí ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà,

íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì ñðåäíèì ñîñåäíèõ ñ

íèì ÷ëåíîâ

1

an
=

1

2

( 1

an−1
+

1

an+1

)

.

Ïîêàæåì, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Äëÿ

ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(

1 +
1

n

)n

ÿâëÿ-

åòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé è lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e (2-îé çàìå-

÷àòåëüíûé ïðåäåë). Âñå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåíüøå

÷èñëà e. (

1 +
1

n

)n

< e, n = 1, 2, 3, . . .

Ïðîëîãàðè�ìèðóåì äàííîå íåðàâåíñòâî ïî îñíîâàíèþ e

ln
(

1 +
1

n

)n

< ln e ⇒ n ln
(n+ 1

n

)

< 1 ⇒

⇒ 1

n
> ln(n+ 1)− ln n.
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Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà-

÷åíèé n.
1 > ln 2− ln 1,

1

2
> ln 3− ln 2,

1

3
> ln 4− ln 3,

. . .
1

n
> ln(n+ 1)− ln n

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì 1+
1

2
+
1

3
+. . .+

1

n
> ln(n+1).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì n ÷àñòè÷íûå ñóììû ãàðìîíè÷å-

ñêîãî ðÿäà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò, à, ñëåäîâàòåëüíî, ãàðìîíè-

÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

�2 Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

2.1 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî

åãî îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å. lim
n→∞

an = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ∃ lim
n→∞

Sn = S è ∃ lim
n→∞

Sn−1 =

S. À ò.ê. an = Sn−Sn−1, òî ∃ lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn−Sn−1) = S−S =

0.
Ìû ïîëó÷èëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿ-

äà. Ïðè íàðóøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ðÿä çàâåäîìî ðàñõîäèòñÿ. Ïðè

âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ðÿä ìîæåò áûòü êàê ñõîäÿùèìñÿ, òàê

è ðàñõîäÿùèìñÿ.

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåííûì ïðèìåðàì. Äëÿ ðÿäîâ

∞∑

n=1

1

(3n− 1)(3n+ 2)
è

∞∑

n=1

1

n
íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè âû-

ïîëíåíî, íî ïåðâûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, à âòîðîé - ðàñ-

õîäÿùèìñÿ.
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Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óäîáíî ïðèìåíÿòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ.

Íàïðèìåð, ðÿä

∞∑

n=1

2n+ 1

3n+ 2
ðàñõîäèòñÿ, ò.ê.

lim
n→∞

2n+ 1

3n+ 2
=

2

3
6= 0.

�ÿä

∞∑

n=1

(3n+ 1

3n+ 2

)n

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, ò.ê.

lim
n→∞

(3n+ 1

3n+ 2

)n

= lim
n→∞

((

1− 1

3n+ 2

)−(3n+2))− n

3n+2

=

= e−
1

3 =
1
3
√
e
6= 0,

ò.å. íåîáõîäèìîå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

2.2 Îñòàòîê ðÿäà

Åñëè îòáðîñèòü ïåðâûå n ÷ëåíîâ ðÿäà

∞∑

k=1

ak, òî ïîëó÷èòñÿ ðÿä

an+1 + an+2 + an+3 + . . .+ an+m + . . . =
∞∑

k=n+m

ak,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì äàííîãî ðÿäà ñ íîìåðîì n. Äàííûé

ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ëþáîé èç åãî

îñòàòêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, îòáðàñûâàíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà ïåðâûõ

÷ëåíîâ ðÿäà èçìåíèò çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷-

íûõ ñóìì íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ ñóììå îòáðîøåííûõ

÷ëåíîâ, íî íå ïîâëèÿåò íà ñõîäèìîñòü.

Åñëè S è Sn - ñîîòâåòñòâåííî ñóììà è ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ñ íîìå-

ðîì n ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, à rn � ñóììà åãî îñòàòêà, òî rn = S−Sn.

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

rn = lim
n→∞

(S − Sn) = S − S = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, ñóììà åãî îñòàòêà ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ ñ âîçðàñòàíèåì íîìåðà îñòàòêà.
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2.3 Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè êðèòåðèé ñõîäèìîñòè (êðèòåðèé Êîøè) �îðìóëèðóåò-

ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü Sn, n = 1, 2, 3, . . ., èìåëà êîíå÷íûé ïðåäåë, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâîâàë òàêîé íîìåð N , ÷òî

äëÿ âñåõ n ≥ N è äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k âûïîëíÿëîñü

íåðàâåíñòâî |Sn+k − Sn| < ε.

Ôîðìóëèðóÿ ýòó òåîðåìó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ

ñóìì, ïîëó÷èì êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ: äëÿ òîãî,

÷òîáû ñõîäèëñÿ ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑

n

an, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâîâàë òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N

è äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|an+1 + an+2 + an+3 + . . .+ an+k| < ε.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ Êîøè, åùå ðàç äîêàæåì

ðàñõîäèìîñòü ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà. Äëÿ ýòîãî îöåíèì ðàçíîñòü

ìåæäó ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà |Sn+k−Sn|, ïî-
ëàãàÿ k = n

|S2n − Sn| =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
︸ ︷︷ ︸

n ñëàãàåìûõ

> n · 1

2n
=

1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàêîé áû íè áûë íîìåð n, ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî

k = n òàê, ÷òî |Sn+k − Sn| >
1

2
. Èòàê, åñëè âûáðàòü ε =

1

2
è

äëÿ ëþáîãî íîìåðà n âûáðàòü ÷èñëî k = n, òî |Sn+k − Sn| > ε è,

ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè, ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

2.4 Ëèíåéíûå äåéñòâèÿ ñ ðÿäàìè

Ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ïðîñòûìè ñâîéñòâàìè
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1) åñëè ÷ëåíû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà óìíîæèòü íà îäíî è òî æå

÷èñëî, òî åãî ñõîäèìîñòü íå íàðóøèòñÿ (ñóììà óìíîæèòñÿ íà òî

÷èñëî, íà êîòîðîå áûëè óìíîæåíû ÷ëåíû ðÿäà),

2) åñëè ðÿäû

∞∑

n

an è
∞∑

n

bn ñõîäÿòñÿ è èõ ñóììû ðàâíû A è B

ñîîòâåòñòâåííî, òî ðÿä

∞∑

n

(an + bn) òàêæå ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà

ðàâíà A+ B.

�3 ×èñëîâûå ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè

÷ëåíàìè

Ïîëîæèòåëüíûìè íàçûâàþòñÿ ðÿäû, âñå ÷ëåíû êîòîðûõ íåîòðè-

öàòåëüíû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì òàêèõ ðÿäîâ ìî-

íîòîííî âîçðàñòàþò, ò.ê. Sn+1 = Sn + an+1 ≥ Sn.

Êàê èçâåñòíî, ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò êîíå÷íûé

ïðåäåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïîëîæèòåëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî

÷àñòè÷íûå ñóììû îãðàíè÷åíû. Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèìåíå-

íèÿ ýòîãî ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ òðåáóåòñÿ äåëàòü îöåíêó ÷àñòè÷-

íûõ ñóìì ðÿäà, à ýòî îêàçûâàåòñÿ ñëîæíî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ.

Êàê ïðàâèëî, ñóäèòü î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà óäàåòñÿ,

ïðèìåíÿÿ íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè, íàïðèìåð, ñðàâíèâàÿ

äàííûé ðÿä ñ äðóãèì, çàâåäîìî ñõîäÿùèìñÿ èëè ðàñõîäÿùèìñÿ.

3.1 Ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ

Ïåðâûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü äàíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäà

∞∑

n=1
an (1)

∞∑

n=1
bn (2)

Åñëè äëÿ âñåõ íîìåðîâ n (èëè äëÿ âñåõ íîìåðîâ n, á�îëüøèõ íåêîòî-

ðîãî íîìåðà N) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî an ≤ bn, òî èç ñõîäèìîñòè
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ðÿäà (2) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (1), à èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (1)

ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî an ≤ bn
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî îò-

áðîñèòü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî íå

âûïîëíåíî, ÷òî íå ïîâëèÿåò íà ñõîäèìîñòü ðÿäà. Òîãäà

a1 + a2 + . . .+ an ≤ b1 + b2 + . . .+ bn.

Åñëè ðÿä (2) ñõîäèòñÿ, òî åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû îãðàíè÷åíû, ò.å.

b1 + b2 + . . . + bn < S, ãäå S � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Íî òîãäà

îãðàíè÷åíû è ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (1), è ðÿä (1) ñõîäèòñÿ.

Åñëè æå ðÿä (1) ðàñõîäèòñÿ, òî, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðÿä (2) ñõî-

äèòñÿ, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑

n=1

1

2n +
√
n
.

�àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=1

1

2n
, êîòîðûé ñõîäèòñÿ, êàê ñóììà ãåîìåò-

ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q =
1

2
. Äëÿ âñåõ íîìåðîâ n

âåðíî, ÷òî

1

2n +
√
n
<

1

2n
.

Ñîãëàñíî ïåðâîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ äàííûé ðÿä òàêæå ñõîäèò-

ñÿ.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑

n=1

1√
n
.

�àññìîòðèì äëÿ ñðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

∞∑

n=1

1

n
, êîòîðûé,

êàê óæå áûëî äîêàçàíî, ðàñõîäèòñÿ. Äëÿ âñåõ n ≥ 2 âåðíî, ÷òî

1√
n
>

1

n
, è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðÿä òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

Âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ (ïðåäåëüíûé). Ïóñòü äàíû äâà ïî-

ëîæèòåëüíûõ ðÿäà

∞∑

n=1
an (1)

∞∑

n=1
bn (2)
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Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé, îòëè÷íûé îò íóëÿ lim
n→∞

an

bn
, òî ðÿäû (1)

è (2) îáà ñõîäÿòñÿ èëè îáà ðàñõîäÿòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä (2) ñõîäèòñÿ. Îáîçíà-

÷èì lim
n→∞

an

bn
= A, A > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ëþáîãî

ïîëîæèòåëüíîãî ε è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðîâ n áóäåò âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî

an

bn
< A+ ε èëè an < (A+ ε) bn

Ò.ê. ðÿä (2) ñõîäèòñÿ, òî ñîãëàñíî ñâîéñòâó ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñõî-

äèòñÿ è ðÿä

∞∑

n=1
(A+ ε) bn, à, çíà÷èò, ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ñðàâíå-

íèÿ ñõîäèòñÿ è ðÿä (1).

�àññìàòðèâàÿ lim
n→∞

an

bn
, êîòîðûé òàêæå ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí è

îòëè÷åí îò íóëÿ, ïðèäåì ê âûâîäó, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (1)

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (2). Èòàê, åñëè îäèí èç ðÿäîâ ñõîäèòñÿ,

òî äðóãîé òàêæå ñõîäèòñÿ.

Äàëåå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îäèí èç ðÿäîâ ðàñõîäèòñÿ, à äðóãîé

ñõîäèòñÿ, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ óæå äîêàçàííûì óòâåðæäåíè-

åì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1. Äîêàæåì åùå ðàç ðàñõîäèìîñòü ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿ-

äà

∞∑

n=1

1

n
, ñðàâíèâàÿ åãî ñ ðÿäîì

∞∑

n=1
ln
(

1+
1

n

)

, îáùèé ÷ëåí êîòî-

ðîãî ln
(

1 +
1

n

)

= ln
n+ 1

n
= ln(n + 1)− lnn, à ÷àñòè÷íàÿ ñóììà

Sn = (ln 2−ln 1)+(ln 3−ln 2)+. . .+
(
ln(n+1)−lnn

)
= ln(n+1) →

∞ ïðè âîçðàñòàíèè n. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Âû÷èñëèì

lim
n→∞

ln
(

1 +
1

n

)

1

n

= lim
n→∞

(

n ln
(

1 +
1

n

))

lim
n→∞

ln
(

1 +
1

n

)n

=

= ln e = 1.
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Ñîãëàñíî ïðåäåëüíîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 2. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ñõîäèìîñòè, ò.å. ðàññìàòðè-

âàÿ ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî ðÿä

∞∑

n=1

1

(3n− 1)(3n+ 2)

ñõîäèòñÿ. Çíà÷èò, ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑

n=1

1

n2
, ò.ê. ïðåäåë îòíîøåíèÿ îá-

ùèõ ÷ëåíîâ ýòèõ ðÿäîâ êîíå÷åí è îòëè÷åí îò íóëÿ

lim
n→∞

1

n2

1

(3n− 1)(3n+ 2)

= lim
n→∞

(3n− 1)(3n+ 2)

n2
=

= lim
n→∞

[(

3− 1

n

)(

3 +
2

n

)]

= 9.

3.2 Ïðèçíàê Äàëàìáåðà

Ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Ïóñòü äàí ïîëîæèòåëüíûé ðÿä

∞∑

n=1
an è ñó-

ùåñòâóåò

lim
n→∞

an+1

an
= D.

Åñëè D < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè D > 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüD < 1. Âîçüìåì ε =
1−D

2
> 0. Ñîãëàñ-

íî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , áóäåò

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

an+1

an
< D + ε = D +

1−D

2
=

1 +D

2
= q < 1.

èëè

aN+1 < aN · q,
aN+2 < aN+1 · q < aN · q2,
. . .

aN+k < aN · qk
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ò.å. ÷ëåíû ðÿäà îêàçûâàþòñÿ ìåíüøå, ÷åì ÷ëåíû áåñêîíå÷íî

óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ïåðâîìó

ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ, ðÿä ñõîäèòñÿ.

Åñëè D > 1 èëè D = ∞, òî ÷ëåíû ðÿäà îêàçûâàþòñÿ áîëüøå,

÷åì ÷ëåíû áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè,

è, çíà÷èò, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=1

n

3n
.

Âû÷èñëèì ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïîñëåäóþùåãî ÷ëåíà ðÿäà ê ïðåäû-

äóùåìó

lim
n→∞

n+ 1

3n+1

n

3n

= lim
n→∞

(n+ 1

n
· 3n

3n+1

)

=
1

3
lim
n→∞

(

1 +
1

n

)

=
1

3
< 1,

ò.å. ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=1

nn

n!
.

Âû÷èñëèì

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

((n+ 1)n+1

(n+ 1)!
· n!
nn

)

= lim
n→∞

((n+ 1)n

n!
· n!
nn

)

=

= lim
n→∞

(n+ 1

n

)n

= lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e > 1

è, ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà, äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

3.3 �àäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè

�àäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè. Ïóñòü äàí ïîëîæèòåëüíûé ðÿä

∞∑

n=1
an

è ñóùåñòâóåò lim
n→∞

n

√
an = K. Åñëè K < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè

K > 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüK < 1. Âîçüìåì ε =
1−K

2
> 0. Ñîãëàñ-

íî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N áóäåò
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âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

n

√
an < K + ε = K +

1−K

2
=

1 +K

2
= q < 1

èëè an < qn, ò.å. ÷ëåíû ðÿäà îêàçûâàþòñÿ ìåíüøå, ÷åì ÷ëåíû

áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Çíà÷èò, ðÿä

ñõîäèòñÿ.

Åñëè K > 1 èëè K = ∞, òî ÷ëåíû ðÿäà îêàçûâàþòñÿ áîëüøå,

÷åì ÷ëåíû áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè,

è, çíà÷èò, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=1

(n+ 1

3n

)n

.

Âû÷èñëèì

lim
n→∞

n

√
an = lim

n→∞

(n+ 1

3n

)

= lim
n→∞

(1

3
+

1

3n

)

=
1

3
< 1,

çíà÷èò, ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=1

1

2n

(

1 +
1

n

)n2

.

Ïðèìåíèì ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè

lim
n→∞

n

√
an = lim

n→∞

[1

2

(

1 +
1

n

)n]

=
e

2
> 1,

çíà÷èò, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè íå äàþò îòâåòà íà âî-

ïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà â ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëû

ðàâíû 1. Íàïðèìåð, âû÷èñëèì ýòè ïðåäåëû äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî

ðÿäà

∞∑

n=1

1

n
, ðàñõîäèìîñòü êîòîðîãî áûëà äîêàçàíà

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
n

n+ 1
= 1,

lim
n→∞

n

√
an = lim

n→∞
n

√

1

n
= lim

n→∞

(

n− 1

n

)

= lim
n→∞

e−
lnn

n = e
− lim

n→∞

lnn

n =

= e0 = 1.
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Ïðè âû÷èñëåíèè ïîñëåäíåãî ïðåäåëà áûëî èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî

Ëîïèòàëÿ äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè

∞
∞

lim
x→∞

lnx

x
= lim

x→∞

1

x
1

= lim
x→∞

1

x
= 0. Òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èì,

ðàññìàòðèâàÿ ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑

n=1

1

n2

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
n2

(n+ 1)2
= lim

n→∞

( n

n+ 1

)2

= 1,

lim
n→∞

n

√
an = lim

n→∞
n

√

1

n2
= lim

n→∞

(

n− 2

n

)

= lim
n→∞

e−
2 lnn

n =

= e
−2 lim

n→∞

lnn

n = e0 = 1.

3.4 Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè

Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè. Ïóñòü äàí ïîëîæèòåëüíûé ðÿä

∞∑

n=1
an,

îáùèé ÷ëåí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì íåêîòîðîé �óíêöèè

f(x) ïðè x = n an = f(n). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f(x)

îïðåäåëåíà, ïîëîæèòåëüíà, íåïðåðûâíà è ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè

x ≥ 1. Òîãäà ðÿä
∞∑

n=1

an ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ
+∞∫

1

f(x)dx, è ðàñ-

õîäèòñÿ, åñëè ýòîò èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ãðà�èê

�óíêöèè y = f(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû, è ïî-

ñòðîèì ñòóïåí÷àòûå �èãóðû, îäíà èç êîòîðûõ âïèñàíà â êðèâî-

ëèíåéíóþ òðàïåöèþ, îãðàíè÷åííóþ ãðà�èêîì �óíêöèè y = f(x),
îñüþ Ox è ïðÿìûìè x = 1, x = n, à äðóãàÿ îïèñàíà îêîëî ýòîé

òðàïåöèè.
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x0 1 2 3 4 5 n− 1 n

y

a1

a2

a3

a4

an−1
an

y = f(x)

�èñ. 1

Ïëîùàäü âïèñàííîé ñòóïåí÷àòîé �èãóðû ðàâíà a2+a3+. . .+an,

ïëîùàäü îïèñàííîé �èãóðû ðàâíà a1+a2+. . .+an−1. Ïëîùàäü ñà-

ìîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ðàâíà

n∫

1

f(x)dx è çàêëþ÷åíà ìåæäó

ïëîùàäÿìè âïèñàííîé è îïèñàííîé �èãóð

a2 + a3 + . . .+ an <
n∫

1

f(x)dx < a1 + a2 + . . .+ an−1.

Ïóñòü èíòåãðàë

+∞∫

1

f(x)dx ñõîäèòñÿ, ò.å. èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå
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+∞∫

1

f(x)dx = J . Òîãäà ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Sn îãðàíè÷åíû

Sn = a1 + a2 + a3 + . . .+ an < a1 +
n∫

1

f(x)dx < a1 + J.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.

Åñëè

+∞∫

1

f(x)dx ðàñõîäèòñÿ, òî

Sn = a1 + a2 + a3 + . . .+ an >
n∫

1

f(x)dx+ an >
n∫

1

f(x)dx → ∞,

n → ∞,

ñëåäîâàòåëüíî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=1

1

nα
, êîòîðûé íàçûâàþò îáîá-

ùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì èëè ðÿäîì Äèðèõëå.

Èíòåãðàë

+∞∫

1

1

xα
ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèè α > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè

óñëîâèè α ≤ 1, ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

ñõîäèòñÿ, åñëè α > 1, è ðàñõîäèòñÿ, åñëè α ≤ 1.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=2

1

n lnn
.

Ñîîòâåòñòâóþùèé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫

2

1

x lnx
=

+∞∫

2

d(lnx)

lnx
= ln(lnx)|+∞

2 = +∞,

à, çíà÷èò, äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Ìû ðàññìîòðåëè îñíîâíûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè

ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ. Åñòü äðóãèå, áîëåå "òîíêèå"ïðèçíàêè, äà-

þùèå îòâåò íà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ â òåõ ñëó÷àÿõ, ãäå ðàñ-

ñìîòðåííûå ïðèçíàêè "íå ðàáîòàþò".

�4 Çíàêîïåðåìåííûå ÷èñëîâûå ðÿäû

×èñëîâîé ðÿä íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì, åñëè ñðåäè åãî ÷ëå-

íîâ åñòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Åñëè
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îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ êîíå÷íîå ÷èñëî, òî, îòáðîñèâ èõ, ïîëó÷èì

ïîëîæèòåëüíûé ðÿä. Åñëè ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî, òî, îòáðîñèâ èõ, ïîëó÷èì îòðèöàòåëüíûé ðÿä, êîòîðûé ìîæ-

íî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ òåîðåì î ñõîäèìîñòè ïîëîæèòåëüíûõ

ðÿäîâ, èçìåíèâ çíàêè âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäà. Ñóùåñòâåííî íîâûì ÿâ-

ëÿåòñÿ òîò ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè ÷ëåíîâ ðÿäà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

ïîëîæèòåëüíûõ è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

4.1 �ÿä Ëåéáíèöà

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çíàêè ÷ëåíîâ ðÿäà ÷åðåäóþòñÿ, íàïðè-

ìåð, ÷ëåíû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ïîëîæèòåëüíû, à ÷ëåíû ñ ÷åò-

íûìè íîìåðàìè îòðèöàòåëüíû. Òàêèå ðÿäû óäîáíî çàïèñûâàòü â

âèäå

∞∑

n=1

(−1)n+1an èëè

∞∑

n=1

(−1)nan, ãäå an > 0.

Òåîðåìà Ëåéáíèöà (ïðèçíàê ñõîäèìîñòè çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ

ðÿäà). Åñëè ÷ëåíû çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà ìîíîòîííî óáûâà-

þò ïî ìîäóëþ

an+1 < an, n = 1, 2, 3, . . .

è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ

lim
n→∞

an = 0

òî ðÿä ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âîçüìåì ðÿä

∞∑

n=1

(−1)n+1an, an > 0. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ

ñóìì ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè

S2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + . . .+ (a2n−1 − a2n).

×ëåíû ðÿäà ñãðóïïèðîâàíû òàê, ÷òî âñå ñëàãàåìûå ýòîé ñóììû �

ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Çíà÷èò, ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ ÷åòíûìè íî-

ìåðàìè âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

S2n = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− . . .− (a2n−2 − a2n−1)− a2n,
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ò.å. ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè îãðàíè÷åíû ïåðâûì

÷ëåíîì ðÿäà S2n < a1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðå-

äåë

lim
n→∞

S2n = S.

Äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

S2n+1 = S2n + a2n+1,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

S2n+1 = lim
n→∞

(S2n + a2n+1) = lim
n→∞

S2n + lim
n→∞

a2n+1 = S.

Èòàê, ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè íîìåðàìè èìåþò

îäèí è òîò æå ïðåäåë, à, çíà÷èò, ðÿä ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà ðàâíà

S.

Çàìå÷àíèå 1. Çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä, óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèÿì òåîðåìû Ëåéáíèöà, íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà.

Çàìå÷àíèå 2. ×àñòè÷íûå ñóììû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ïðèáëè-

æàþòñÿ ê ñóììå ðÿäà S, âîçðàñòàÿ, à ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ íå÷åò-

íûìè íîìåðàìè � óáûâàÿ, ò.å. ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

S2n < S < S2n−1.

Â ÷àñòíîñòè,

0 < S < a1.

Åñëè ïåðâûé ÷ëåí ðÿäà Ëåéáíèöà −a1 îòðèöàòåëåí, òî

−a1 < S < 0.
Â ëþáîì ñëó÷àå ñóììà ðÿäà èìååò çíàê åãî ïåðâîãî ÷ëåíà è

ìåíüøå åãî ïî ìîäóëþ. Îñòàòîê ðÿäà Ëåéáíèöà òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ðÿäîì Ëåéáíèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà îñòàòêà èìååò çíàê ñâîåãî

ïåðâîãî ÷ëåíà è ìåíüøå åãî ïî ìîäóëþ. Òàê äëÿ ðÿäà Ëåéáíèöà

ëåãêî îöåíèâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé è ÷àñòè÷íîé ñóììîé.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=1

(−1)n+1

n
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû Ëåéáíèöà âûïîëíåíû,

ðÿä ñõîäèòñÿ.
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Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=2

(−1)n
lnn

n
, an =

lnn

n
.

Äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû Ëåéáíèöà ââåäåì

�óíêöèþ f(x) =
lnx

x
è äîêàæåì, ÷òî îíà ìîíîòîííî óáûâàåò,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ x, è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → ∞.

Âû÷èñëèì

f ′(x) =
1− ln x

x2
< 0 äëÿ x > e.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà n = 3, âåðíî íåðàâåíñòâî

an+1 < an. Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî, lim
n→∞

lnn

n
= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

óñëîâèÿ òåîðåìû Ëåéáíèöà âûïîëíåíû, è ðÿä ñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Ñîñòàâèì ðÿäû èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ ðàññìîòðåííûõ

ðÿäîâ

∞∑

n=1

1

n
,

∞∑

n=2

lnn

n
.

Îáà ýòè ðÿäà ðàñõîäÿòñÿ. Ïåðâûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì,

à ÷ëåíû âòîðîãî, íà÷èíàÿ ñ n = 3, áîëüøå, ÷åì ÷ëåíû ãàðìîíè÷å-

ñêîãî ðÿäà.

4.2 Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü

Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé çíàêîïåðåìåííûé ðÿä

∞∑

n=1
an, à ðÿä

∞∑

n=1
|an|

ñîñòàâëåí èç ìîäóëåé åãî ÷ëåíîâ.

Òåîðåìà. Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà,

òî ñõîäèòñÿ è ñàì çíàêîïåðåìåííûé ðÿä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñõîäèòñÿ ðÿä èç ìîäóëåé. Òîãäà ñîãëàñ-

íî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî

äëÿ ëþáîãî íîìåðà n > N è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k áóäåò âåðíî

íåðàâåíñòâî

|an+1|+ |an+2|+ . . .+ |an+k| < ε.

Äëÿ çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó

|an+1 + an+2 + . . .+ an+k| ≤ |an+1|+ |an+2|+ . . .+ |an+k| < ε,
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÷òî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå ñõîäèìîñòè äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ, ò.å.

ñàì çíàêîïåðåìåííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ äàííîãî

ðÿäà, òî ñàì çíàêîïåðåìåííûé ðÿä íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿ-

ùèìñÿ.

Åñëè çíàêîïåðåìåííûé ðÿä ñõîäèòñÿ, à ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç

ìîäóëåé åãî ÷ëåíîâ, ðàñõîäèòñÿ, òî òàêîé ðÿä íàçûâàåòñÿ óñëîâíî

ñõîäÿùèìñÿ.

�ÿäû, ðàññìîòðåííûå â ïðèìåðàõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ÿâëÿ-

þòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìèñÿ.

Ïðè óñòàíîâëåíèè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ

âñåìè ïðèçíàêàìè ñõîäèìîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ. Åñëè ñõîäè-

ìîñòü ðÿäà èç ìîäóëåé óñòàíîâëåíà, òî èññëåäîâàíèå ðÿäà íà ýòîì

çàêàí÷èâàåòñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Åñëè óñòàíîâëåíà ðàñõî-

äèìîñòü ðÿäà èç ìîäóëåé ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêîâ Äàëàìáåðà èëè

Êîøè, òî èññëåäîâàíèå òàêæå çàêàí÷èâàåòñÿ, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå

çíàêîïåðåìåííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ â ñèëó íåâûïîëíåíèÿ íåîáõîäè-

ìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè (îáùèé ÷ëåí ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê ∞ ñ âîç-

ðàñòàíèåì n). Åñëè ðàñõîäèìîñòü ðÿäà óñòàíîâëåíà äðóãèìè ñïî-

ñîáàìè, òî èññëåäîâàíèå íàäî ïðîäîëæèòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ

òåîðåìû Ëåéáíèöà: ðÿä ìîæåò ñõîäèòüñÿ óñëîâíî.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=1

(−1)n+12
n2

n!
.

Ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà ê ðÿäó èç ìîäóëåé

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
2(n+1)2

(n+ 1)!
· n!

2n2
= lim

n→∞
2n

2+2n+1

2n2
· n!

(n+ 1)!
=

= lim
n→∞

22n+1

n+ 1
= ∞.

Ïðåäåë âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ

lim
x→+∞

22x+1

x+ 1
=

∞
∞ = lim

x→+∞
22x+1 ln 2 · 2

1
= +∞.

�ÿä èç ìîäóëåé ðàñõîäèòñÿ, ïðè÷åì åãî ðàñõîäèìîñòü óñòàíîâëåíà

ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà. Çíà÷èò, è ñàì ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
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Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=1
(−1)n+1

(3n+ 1

5n+ 3

)n

.

Ïðèìåíèì ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè ê ðÿäó èç ìîäóëåé

lim
n→∞

n

√
an = lim

n→∞

(3n+ 1

5n+ 3

)

=
3

5
< 1.

Çíà÷èò, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=1

(−1)n

3
√
n

.

�ÿä èç ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ êàê îáîáùåííûé ãàð-

ìîíè÷åñêèé ðÿä ñ ïîêàçàòåëåì α =
1

3
. Îäíàêî, äëÿ äàííîãî ðÿäà

âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ëåéáíèöà, ò.å. ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

4.3 Ñâîéñòâà àáñîëþòíî è óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

Áåç äîêàçàòåëüñòâà îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà àáñîëþòíî è

óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ðÿä, ïîëó÷åííûé ïðîèçâîëü-

íîé ïåðåñòàíîâêîé åãî ÷ëåíîâ, òàêæå ñõîäèòñÿ è èìååò òó æå ñóì-

ìó. Äðóãèìè ñëîâàìè, àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä îáëàäàåò ïåðå-

ìåñòèòåëüíûì ñâîéñòâîì òàê æå, êàê è êîíå÷íàÿ ñóììà.

Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî íàäëåæàùåé ïåðåñòàíîâêîé åãî

÷ëåíîâ ìîæíî èçìåíèòü ñóììó ðÿäà íà ëþáîå çàäàííîå ÷èñëî, à

òàêæå ñäåëàòü ðÿä ðàñõîäÿùèìñÿ.

�àññìîòðèì ïðèìåð. �ÿä

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .+

1

2n− 1
− 1

2n
+ . . .

ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

�àññìîòðèì åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè

S2n =
(

1− 1

2

)

+
(1

3
− 1

4

)

+ . . .+
( 1

2n− 1
− 1

2n

)

.

Òåïåðü ïåðåñòàâèì ÷ëåíû ðÿäà òàê, ÷òî ïîñëå îäíîãî ïîëîæèòåëü-

íîãî ÷ëåíà áóäóò ñëåäîâàòü 2 îòðèöàòåëüíûõ

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+ . . .+

1

2n− 1
− 1

4n− 2
− 1

4n
+ . . .
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�àññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû ýòîãî ðÿäà ñ íîìåðàìè, êðàòíûìè

3

σ3n =
(

1− 1

2
− 1

4

)

+
(1

3
− 1

6
− 1

8

)

+ . . .+

+
( 1

2n− 1
− 1

4n− 2
− 1

4n

)

=

=
(1

2
− 1

4

)

+
(1

6
− 1

8

)

+ . . .+
( 1

4n− 2
− 1

4n

)

=

=
1

2

(

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .+

1

2n− 1
− 1

2n

)

=
1

2
S2n.

Ïðè÷åì

σ3n+1 = σ3n +
1

2n+ 1
,

σ3n+2 = σ3n +
1

2n+ 1
− 1

4n+ 2
.

ßñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì íîâîãî ðÿäà ñõî-

äèòñÿ. Îäíàêî, â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâêè ÷ëåíîâ ðÿäà ïîëó÷åí

ðÿä, ñóììà êîòîðîãî â 2 ðàçà ìåíüøå ñóììû èñõîäíîãî ðÿäà.

�5 Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

5.1 Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä, åãî îáëàñòü ñõîäèìîñòè

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé

u1(x), u2(x), . . . , un(x), . . . ,

îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X. Âûðàæåíèå âèäà

u1(x) + u2(x) + . . .+ un(x) + . . . =
∞∑

n=1

un(x)

íàçûâàåòñÿ �óíêöèîíàëüíûì ðÿäîì, à ìíîæåñòâî X � îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ðÿäà.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ x èç ìíîæåñòâà X

�óíêöèîíàëüíûé ðÿä ñòàíîâèòñÿ ÷èñëîâûì, ïðè÷åì ïðè îäíèõ

çíà÷åíèÿõ x ÷èñëîâîé ðÿä ìîæåò áûòü ñõîäÿùèìñÿ, à ïðè äðóãèõ
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� ðàñõîäÿùèìñÿ. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x, ïðè êîòîðûõ

�óíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè

�óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Íàïðèìåð, ðÿäû

∞∑

n=1

xn,
∞∑

n=1

1

nx

îïðåäåëåíû ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x. Îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ïåðâî-

ãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (−1, 1), à îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè âòî-

ðîãî � ïðîìåæóòîê (1,+∞). Ñóììà �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà S(x)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà îáëàñòè ñõîäèìî-

ñòè ðÿäà.

5.2 �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

Êîíå÷íûå ñóììû ñîõðàíÿþò ñâîéñòâà ñâîèõ ñëàãàåìûõ. Íàïðè-

ìåð, ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé òàêæå íåïðå-

ðûâíà. Îáëàäàþò ëè áåñêîíå÷íûå ñóììû �óíêöèé, ò.å. �óíêöè-

îíàëüíûå ðÿäû, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè? �àññìîòðèì ïðèìåð.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑

n=0

x2

(1 + x2)n

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðè x 6= 0 ñóììó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

ñî çíàìåíàòåëåì q =
1

1 + x2
, 0 < q < 1. Âñå ÷ëåíû ýòîãî ðÿäà

ðàâíû íóëþ ïðè x = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðÿä îïðåäåëåí è

ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x, ïðè÷åì åãî ñóììà

S(x) =
x2

1− 1

1 + x2

= 1 + x2 x 6= 0,

S(0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ðÿäà òåðïèò ðàçðûâ ïðè x = 0, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ÷ëåíû ðÿäà íåïðåðûâíû ïðè âñåõ x.
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Ôóíêöèîíàëüíûå ñâîéñòâà ñóììû ðÿäà çàâèñÿò îò õàðàêòåðà

ñõîäèìîñòè ñàìîãî ðÿäà.

Ïóñòü �óíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑

n=0
un(x) ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå

X. Sn(x), S(x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà è ñóììà ýòîãî ðÿäà ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑

n=0
un(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-

ùèìñÿ íà ìíîæåñòâå X, åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x, ïðè-

íàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó X, è äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé

íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N è äëÿ ëþáîãî x ∈ X áóäåò

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|Sn(x)− S(x)| < ε.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X, åñ-

ëè ðàçíîñòü ìåæäó ÷àñòè÷íîé ñóììîé è ñóììîé ðÿäà ñòàíîâèòñÿ

ñêîëü óãîäíî ìàëîé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, îäíîâðåìåííî

äëÿ âñåõ x, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó X. �àññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1. �ÿä

∞∑

n=0

(−1)n+1

n+ x2n
ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x êàê çíàêî÷åðå-

äóþùèéñÿ ðÿä Ëåéáíèöà.

Â ñëó÷àå, êîãäà |x| = 1 èëè |x| > 1 ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
÷ëåíû ðÿäà ìîíîòîííî óáûâàþò ïî ìîäóëþ, ò.ê. ñ ðîñòîì n óâå-

ëè÷èâàåòñÿ çíàìåíàòåëü äðîáè. Â ñëó÷àå, êîãäà |x| < 1 ïðîâåðèì,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1

n+ 1 + x2n+2
<

1

n+ x2n
,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

n+ x2n < n+ 1 + x2n+2,

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó x2n(1 − x2) <
1 à ïîñëåäíåå âåðíî ïðè x ∈ (−1, 1). Îáùèé ÷ëåí äàííîãî ðÿäà

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n ïðè âñåõ x. Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé

îñòàòêà ðÿäà Ëåéáíèöà

|Sn(x)− S(x)| < |un+1(x)| =
1

n+ 1 + x2n+2
≤ 1

n+ 1
< ε.
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�àçðåøàÿ äàííîå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî n, ïîëó÷èì n >
1

ε
−1.

Â êà÷åñòâå íîìåðà N ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, ÷èñëî, íà åäèíè-

öó áîëüøåå öåëîé ÷àñòè ÷èñëà

1

ε
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-

ñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N áóäåò âåðíî

íåðàâåíñòâî

|Sn(x)− S(x)| < ε,

ò.å. äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Ïðèìåð 2. �ÿä

∞∑

n=1
xn ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè è ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x ∈ (−1, 1).
Âû÷èñëèì ñóììó îñòàòêà ýòîãî ðÿäà

rn(x) = xn+1 + xn+2 + . . . =
xn+1

1− x
.

Åñëè çà�èêñèðîâàòü íîìåð n, òî

lim
x→1+0

|rn(x)| =
1

2
, lim

x→1−0
|rn(x)| = +∞.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (−1, 1) íåâîçìîæíî îñóùåñòâèòü

âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà |rn(x)| < ε, íàïðèìåð, äëÿ ε =
1

2
, ïðè

îäíîì è òîì æå íîìåðå n. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ

íà èíòåðâàëå (−1, 1) íåðàâíîìåðíî.
Ïðè èññëåäîâàíèè �óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ íà ïðàêòèêå óäîáíî

ïîëüçîâàòüñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

5.3 Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäè-

ìîñòè). Åñëè ÷ëåíû �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑

n=1

un(x) ïðè âñåõ x,

ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó X, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|un(x)| ≤ an, n = 1, 2, 3, . . . ,
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ãäå an � ÷ëåíû íåêîòîðîãî ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑

n=1
an, òî

�óíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑

n=1

un(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî

íà ìíîæåñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü �óíêöèîíàëüíîãî ðÿ-

äà ïðè âñåõ x ∈ X ñëåäóåò èç ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ è èç ñõîäèìî-

ñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è äëÿ ëþáîãî x ∈ X âåðíî íåðàâåí-

ñòâî

|un+1(x) + un+2(x) + . . .+ un+k(x)| ≤ |un+1(x)|+ |un+2(x)|+
+ . . .+ |un+k(x)| ≤ an+1 + an+2 + . . .+ an+k ≤ ρn,

ãäå ρn � îñòàòîê ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê

ïðåäåëó ïðè óñëîâèè k → ∞, ïîëó÷èì |rn(x)| ≤ ρn, ãäå rn(x) �

îñòàòîê �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Ò.ê. ïî óñëîâèþ òåîðåìû ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî äëÿ ëþáîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N

áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρn < ε, à, çíà÷èò, è äëÿ îñòàòêà

�óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà âåðíî, ÷òî |rn(x)| < ε äëÿ âñåõ x ∈ X, ò.å.

�óíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X.

Çàìå÷àíèå. ×èñëîâîé ðÿä

∞∑

n=1
an, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, íàçûâàåòñÿ ìàæîðèðóþùèì ÷èñëîâûì ðÿ-

äîì äëÿ �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑

n=1
un(x) èëè ÷èñëîâîé ìàæîðàí-

òîé.

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑

n=1

cos nx

n2
ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè âñåõ x.

Ìàæîðèðóþùèì ÷èñëîâûì ðÿäîì äëÿ äàííîãî �óíêöèîíàëü-
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íîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ðÿä

∞∑

n=1

1

n2
, ò.ê. |cos nx

n2
| ≤ 1

n2
ïðè âñåõ x.

À òàê êàê ðÿä

∞∑

n=1

1

n2
ñõîäèòñÿ, òî äàííûé �óíêöèîíàëüíûé ðÿä

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑

n=1

x

n3 + x3
ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [0,+∞).
×ëåíû äàííîãî �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íåîòðèöàòåëüíû ïðè

x ∈ [0,+∞). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàæîðàíòû íàéäåì ïðè êàæäîì

�èêñèðîâàííîì n ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè un(x) =
x

n3 + x3
.

Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì

u′n(x) =
n3 + x3 − 3x3

(n3 + x3)2
=

−2x3 + n3

(n3 + x3)2
=

−2
(

x3 − n3

2

)

(n3 + x3)2
.

u′n(x) = 0 ïðè x =
n
3
√
2
è ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà

�óíêöèè un(x).

(
un(x)

)

max
= un

( n
3
√
2

)

=

n
3
√
2

n3 +
n3

2

=
2

3 3
√
2
· 1

n2
=

3
√
4

3
· 1

n2
.

Çíà÷èò, ÷ëåíû �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íà ìíîæåñòâå [0,+∞) óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

0 ≤ un(x) ≤
3
√
4

3
· 1

n2
.

À ò.ê. ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑

n=1

1

n2
ñõîäèòñÿ, òî ÷èñëîâîé ðÿä, îáùèé ÷ëåí

êîòîðîãî ðàâåí

3
√
4

3
· 1

n2
, òàêæå ñõîäèòñÿ. Â ñèëó òåîðåìû Âåé-

åðøòðàññà äàííûé �óíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

ïðîìåæóòêå [0,+∞).
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�6 Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

�àññìàòðèâàÿ ðÿä

∞∑

n=1

x2

(1 + x2)n
, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x è âñå

÷ëåíû êîòîðîãî íåïðåðûâíû íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ìû îáíàðóæè-

ëè, ÷òî ñóììà ðÿäà òåðïèò ðàçðûâ â òî÷êå x = 0. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ

íåðàâíîìåðíîñòüþ ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà íà ëþáîì ìíîæåñòâå,

ñîäåðæàùåì òî÷êó x = 0. Ïîêàæåì ýòî, îöåíèâàÿ îñòàòîê ðÿäà

ïðè x 6= 0

rn(x) =
x2

(1 + x2)n
+

x2

(1 + x2)n+1
+ . . . =

x2

(1 + x2)n

1− 1

1 + x2

=

=
1

(1 + x2)n−1
, lim

x→0
rn(x) = lim

x→0

1

(1 + x2)n−1
= 1.

Ò.å. îñòàòîê ðÿäà íå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàë îäíîâðåìåííî

ïðè âñåõ x íè äëÿ êàêîãî íîìåðà n.

�ÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùåì òî÷êó

x = 0.
Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ �óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ, ñõîäÿ-

ùèõñÿ ðàâíîìåðíî íà íåêîòîðîì îòðåçêå.

6.1 Íåïðåðûâíîñòü ñóììû ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿ-

äà

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèè un(x) (n = 1, 2, 3, . . .) îïðåäåëåíû è

íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b], à ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî íà ýòîì îòðåçêå. Òîãäà ñóììà ðÿäà S(x) íåïðåðûâíà íà ýòîì

îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0, ïðèíàä-

ëåæàùóþ îòðåçêó [a, b], è äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x, òàêæå ïðèíàä-
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ëåæàùåãî îòðåçêó [a, b], îöåíèì ðàçíîñòü

|S(x)− S(x0)| =
=

∣
∣
(
S(x)− Sn(x)

)
−

(
S(x0)− Sn(x0)

)
+
(
Sn(x)− Sn(x0)

)∣
∣ ≤

≤ |S(x)− Sn(x)|+ |S(x0)− Sn(x0)|+ |Sn(x)− Sn(x0)|.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäè-

ìîñòè ðÿäà ìîæíî �èêñèðîâàòü íîìåð n òàêîé, ÷òî íåðàâåíñòâî

|S(x)−Sn(x)| <
ε

3
áóäåò âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ [a, b], â òîì ÷èñëå

è äëÿ x0. Ïðè �èêñèðîâàííîì n ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Sn(x) ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] êàê ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà

íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Ïîýòîìó äëÿ âûáðàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî x, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåí-

ñòâó |x− x0| < δ, áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|Sn(x)− Sn(x0)| <
ε

3

Òîãäà ðàçíîñòü

|S(x)− S(x0)| <
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

÷òî äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü ñóììû ðÿäà â òî÷êå x0, à ò.ê. x0
âûáðàíî ïðîèçâîëüíî íà îòðåçêå [a, b], òî S(x) íåïðåðûâíà íà [a, b].

Äðóãèå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñ�îðìóëèðóåì

áåç äîêàçàòåëüñòâà.

6.2 Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèè un(x) (n = 1, 2, 3, . . .) íåïðåðûâíû íà îò-

ðåçêå [a, b], à ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ýòîì îòðåçêå,

òî èíòåãðàë îò ñóììû ðÿäà S(x) íà îòðåçêå [a, b] ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ îò ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà

b∫

a

S(x)dx =
∞∑

n=1

b∫

a

un(x)dx.
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Çàìå÷àíèå. Èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî âûïîëíèòü íà ëþáîì îòðåç-

êå, ïðèíàäëåæàùåì îòðåçêó [a, b].

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑

n=1

n

3n
.

Ïóñòü S � èñêîìàÿ ñóììà, ïðåäñòàâèì S â âèäå

S =
1

3

∞∑

n=1

n

3n−1

�àññìîòðèì �óíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑

n=1
n · xn−1

. Íà ëþáîì îòðåçêå,

ïðèíàäëåæàùåì èíòåðâàëó (−1, 1), ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî, ò.ê. ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì. Ïóñòü σ(x) �
ñóììà ýòîãî ðÿäà, òîãäà

S =
1

3
σ
(1

3

)

.

Ïðèìåíèì ê ïîñòðîåííîìó �óíêöèîíàëüíîìó ðÿäó òåîðåìó î ïî÷ëåí-

íîì èíòåãðèðîâàíèè. Èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíèì íà îòðåçêå [0, x],
ïîëàãàÿ, ÷òî x ∈ (−1, 1).

x∫

0

σ(x)dx =
∞∑

n=1

x∫

0

n · xn−1dx =
∞∑

n=1

xn =
x

1− x
.

Òîãäà

σ(x) =
( x

1− x

)′
=

1

(1− x)2
.

Èñêîìàÿ ñóììà S =
1

3
· 1
(

1− 1

3

)2 =
3

4
.

6.3 Ïî÷ëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèè un(x) (n = 1, 2, 3, . . .) îïðåäåëåíû è

íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b] è èìåþò íà ýòîì îòðåçêå íåïðåðûâ-

íûå ïðîèçâîäíûå u′n(x). �ÿä
∞∑

n=1
un(x) ñõîäèòñÿ, à ðÿä
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∞∑

n=1
u′n(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ñóììà S(x)

ðÿäà

∞∑

n=1

un(x) äè��åðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], ïðè÷åì ïðîèç-

âîäíàÿ ñóììû ðàâíà ñóììå ðÿäà èç ïðîèçâîäíûõ

S ′(x) =
∞∑

n=1
u′n(x).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑

n=1

1

2nn
.

�àññìîòðèì �óíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑

n=1

xn

n
, êîòîðûé ñõîäèòñÿ íà

èíòåðâàëå (−1, 1). Îáîçíà÷èì èñõîäíóþ ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà S,

à ñóììó �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà S(x). Òîãäà S = S
(1

2

)

. �àññìîò-

ðèì ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ

∞∑

n=1
xn−1

. Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà ëþáîì îòðåçêå, ïðèíàäëåæàùåì èíòåðâàëó (−1, 1), ò.ê. ìàæî-
ðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì, Ïðèìåíèì ê äàííîìó ðÿäó

òåîðåìó î ïî÷ëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè

S ′(x) =
∞∑

n=1

xn−1 =
∞∑

n=0

xn =
1

1− x
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S(0) = 0, ïîëó÷èì S = − ln(1−x). Èñêîìàÿ ñóììà

S = S
(1

2

)

= − ln
(

1− 1

2

)

= ln 2.

�7 Ñòåïåííûå ðÿäû

Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ �óíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà

∞∑

n=0
anx

n = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .

�àññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ñòåïåííûå ðÿäû áîëåå îáùåãî âèäà

∞∑

n=0

an(x− x0)
n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)

2 + . . .
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êîòîðûå ñ ïîìîùüþ çàìåíû (x−x0) íà íîâóþ ïåðåìåííóþ ñâîäÿòñÿ

ê ðÿäàì âèäà

∞∑

n=0

anx
n
, èçó÷åíèåì êîòîðûõ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ.

Âûÿñíèì, êàêîé âèä èìååò îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

7.1 Òåîðåìà Àáåëÿ

Òåîðåìà Àáåëÿ. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä

∞∑

n=0
anx

n
ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé

òî÷êå x0 6= 0, òî îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå x, òàêîé

÷òî |x| < |x0|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑

n=0

anx
n
0 ñëåäóåò, ÷òî åãî

îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à, çíà÷èò, îãðàíè÷åí, ò.å. ñóùåñòâó-

åò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M òàêîå, ÷òî

|anxn0 | ≤ M, n = 0, 1, 2, 3, . . .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå x, äëÿ êîòîðîãî |x| < |x0| è ðàññìîòðèì

ðÿä

∞∑

n=0
|anxn|. Îöåíèì åãî îáùèé ÷ëåí

|anxn| =
∣
∣
∣anx

n
0

( x

x0

)n∣
∣
∣ = |anxn0 |

∣
∣
∣
x

x0

∣
∣
∣

n

≤ Mqn,

ãäå q =
∣
∣
∣
x

x0

∣
∣
∣ < 1

Îáùèé ÷ëåí ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà ìåíüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ÷ëåíû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Çíà÷èò, ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â òî÷êå x. Òåîðåìà äî-

êàçàíà.

7.2 Èíòåðâàë è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ñòåïåííîé ðÿä

∞∑

n=0
anx

n
ñõîäèòñÿ ïðè x = 0.

�àññìîòðèì ðÿä

∞∑

n=0

n!xn. Ïðèìåíèì äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî îáëàñòè
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ñõîäèìîñòè ïðèçíàê Äàëàìáåðà

lim
n→∞

∣
∣
∣
(n+ 1)! xn+1

n! xn

∣
∣
∣ = |x| lim

n→∞
(n+ 1) = ∞, åñëè x 6= 0.

Çíà÷èò, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå x0 = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà ñóùåñòâóþò îòëè÷íûå

îò íóëÿ çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ îí ñõîäèòñÿ. Åñëè ìíîæåñòâî

ýòèõ çíà÷åíèé íå îãðàíè÷åíî, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Àáåëÿ ðÿä ñõî-

äèòñÿ âñþäó, ïðè÷åì àáñîëþòíî.

Ïóñòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x, ïðè êîòîðûõ ñòåïåííîé ðÿä ñõî-

äèòñÿ, îãðàíè÷åíî, è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî R � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ

ãðàíü ýòîãî ìíîæåñòâà. Åñëè |x| < R, òî íàéäåòñÿ çíà÷åíèå x0

òàêîå, ÷òî |x| < |x0| ≤ R, ïðè êîòîðîì ðÿä ñõîäèòñÿ. Òîãäà ñî-

ãëàñíî òåîðåìå Àáåëÿ ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â òî÷êå x. Èòàê,

ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â èíòåðâàëå (−R,R) è ðàñõî-

äèòñÿ âíå ýòîãî èíòåðâàëà. Íà êîíöàõ èíòåðâàëà, ò.å. ïðè x = ±R

ìîæåò èìåòü ìåñòî êàê ñõîäèìîñòü, òàê è ðàñõîäèìîñòü ðÿäà.

Èíòåðâàë (−R,R) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè ñòåïåí-

íîãî ðÿäà, à ÷èñëî R � ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä

ñõîäèòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òî åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = ∞,

à åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå x = 0, òî � R = 0.

Çàìå÷àíèå 1. Ñòåïåííîé ðÿä âèäà

∞∑

n=0
an(x− x0)

n
ñõîäèòñÿ èëè

â èíòåðâàëå (x0 − R, x0 + R) ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, èëè íà âñåé

÷èñëîâîé îñè, èëè òîëüêî â òî÷êå x = x0.

Çàìå÷àíèå 2. Èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ìîæåò áûòü

íàéäåí ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêîâ Äàëàìáåðà èëè Êîøè. Äëÿ óñòàíîâ-

ëåíèÿ ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè íà êîíöàõ èíòåðâàëà òðåáó-

åòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ äðóãèõ òåîðåì.

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑

n=0

(n+ 1)

2n
xn.
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Ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà

lim
n→∞

∣
∣
∣
(n+ 2)xn+1

2n+1
· 2n

(n+ 1)xn

∣
∣
∣ =

|x|
2

lim
n→∞

n+ 2

n+ 1
=

|x|
2

< 1 ⇔

⇔ |x| < 2 ⇔ −2 < x < 2.

(−2, 2) � èíòåðâàë ñõîäèìîñòè, R = 2 � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà. Îáîçíà÷àÿ îáùèé

÷ëåí ðÿäà un(x), âû÷èñëèì åãî çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ èíòåðâàëà

u2(−2) = (−1)n(n+ 1), un(2) = n+ 1.

Ïðè x = ±2 íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè,

ñëåäîâàòåëüíî, íà êîíöàõ èíòåðâàëà ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 2. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑

n=2
(−1)n

(x+ 1)n

3n ln n
.

Ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà

lim
n→∞

∣
∣
∣
(x+ 1)xn+1

3n+1 ln(n+ 1)
· 3n ln n

(x+ 1)n

∣
∣
∣ =

|x+ 1|
3

lim
n→∞

ln n

ln(n+ 1)
=

=
|x+ 1|

3
.

Ïðè âû÷èñëåíèè lim
n→∞

ln n

ln(n+ 1)
èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

lim
t→∞

ln t

ln(t+ 1)
=

(∞
∞

)

= lim
t→∞

1

t
1

t+ 1

= lim
t→∞

t+ 1

t
= 1 ⇒

⇒ lim
n→∞

ln n

ln(n+ 1)
= 1.

Èíòåðâàë ñõîäèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç íåðàâåíñòâà
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|x + 1|
3

< 1 ⇔ |x+ 1| < 3 ⇔ −3 < x+ 1 < 3 ⇔
⇔ −4 < x < 2.

(−4, 2) � èíòåðâàë ñõîäèìîñòè, R = 3 � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Èñ-

ñëåäóåì ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà. Ïðè x = −4 ïîëó÷èì

ïîëîæèòåëüíûé ðÿä

∞∑

n=2

1

ln n
. Ñðàâíèì åãî ñ ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì

∞∑

n=1

1

n
. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà n = 2, 3, 4, . . . âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

1

ln n
>

1

n
⇔ ln n

n
< 1.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì �óíêöèþ f(x) =
ln x

x
è âû÷èñëèì åå ïðî-

èçâîäíóþ f ′(x) =
1− ln x

x2
ïðè x > e. Òàê êàê

f(2) =
ln 2

2
< 1, f(3) =

ln 3

3
< 1,

à ïðè x > e f(x) óáûâàåò, òî åå çíà÷åíèÿ ìåíüøå 1 ïðè âñåõ

n = 2, 3, 4, . . .. ×ëåíû ïîëó÷åííîãî ðÿäà áîëüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâó-

þùèå ÷ëåíû ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, ò.å. ïðè x = −4 ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðè x = 2 ïîëó÷èì ðÿä

∞∑

n=2

(−1)n

ln n
, êîòîðûé ñõîäèòñÿ óñëîâíî êàê

çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä Ëåéáíèöà.

Ïðèìåð 3. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑

n=0

xn

n!
.

Ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà

lim
n→∞

∣
∣
∣

xn+1

(n+ 1)!
· n!
xn

∣
∣
∣ = |x| lim

n→∞
1

n+ 1
= 0 ïðè âñåõ x.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà � âñÿ ÷èñëîâàÿ

îñü.
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7.3 �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñòåïåííîãî ðÿäà, åãî ïî-

÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå è äè��åðåíöèðîâàíèå

Òåîðåìà. Ñòåïåííîé ðÿä

∞∑

n=0
anx

n
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì

îòðåçêå, ïðèíàäëåæàùåì èíòåðâàëó ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (−R,R) � èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåí-
íîãî ðÿäà è [a, b] � ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê, ïðèíàäëåæàùèé ýòîìó
èíòåðâàëó. Îáîçíà÷èì x0 � ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë |a|, |b|. Òîãäà
äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |x| ≤ |x0|. Ñòå-
ïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â òî÷êå x0, ò.ê. x0 ∈ (−R,R). Êðî-
ìå òîãî |anxn| ≤ |anxn0 |. Ò.å. ñòåïåííîé ðÿä ìàæîðèðóåòñÿ íà îòðåç-
êå [a, b] ñõîäÿùèìñÿ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîâûì ðÿäîì, à, çíà÷èò,

ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, ñõîäèòñÿ íà ýòîì îòðåçêå ðàâíî-

ìåðíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñòåïåííûå ðÿäû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ

�óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ. Íàïðèìåð, ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà íåïðå-

ðûâíà íà ëþáîì îòðåçêå, ïðèíàäëåæàùåì èíòåðâàëó ñõîäèìîñòè,

à, çíà÷èò, íåïðåðûâíà íà âñåì èíòåðâàëå. Èíòåãðàë îò ñóììû ñòå-

ïåííîãî ðÿäà S(x) íà ëþáîì îòðåçêå, ïðèíàäëåæàùåì èíòåðâàëó

ñõîäèìîñòè, ðàâåí ñóììå ðÿäà, ïîëó÷åííîãî èç äàííîãî ñòåïåííîãî

ðÿäà ïóòåì ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà òîì æå îòðåçêå

b∫

a

S(x)dx =
∞∑

n=0

b∫

a

anx
ndx.

Åñëè â êà÷åñòâå îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ âçÿòü îòðåçîê [0, x], ãäå
x ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó ñõîäèìîñòè, òî ðàâåíñòâî ïðèîáðåòàåò

âèä

x∫

0

S(x)dx =
∞∑

n=0

an

n+ 1
xn+1 =

∞∑

n=1

an−1

n
xn.

Ò.å. â ðåçóëüòàòå ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñòåïåííîãî ðÿäà íà

îòðåçêå [0, x] ïîëó÷àåòñÿ òàêæå ñòåïåííîé ðÿä. Ïîëüçóÿñü, íàïðè-
ìåð, ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìî-

ñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî

ðÿäà.
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Ïðè ïî÷ëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑

n=0
anx

n
ïîëó÷èì òàêæå ñòåïåííîé ðÿä

∞∑

n=1
an n xn−1 =

=
∞∑

n=0
an+1(n+1) xn ñ òåì æå ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà äè��åðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå ñõî-

äèìîñòè, è ïðîèçâîäíàÿ ñóììû ðàâíà ñóììå ðÿäà èç ïðîèçâîäíûõ.

Ïî÷ëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå ìîæíî ïðèìåíèòü ïîâòîðíî ê ðÿ-

äó èç ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, âòîðîãî è ò.ä. Çíà÷èò, ñóììà

ñòåïåííîãî ðÿäà èìååò âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ïðîèçâîäíûå

âñåõ ïîðÿäêîâ.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè è äè��åðåíöèðî-

âàíèè ñòåïåííîãî ðÿäà èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñîõðàíÿåòñÿ. Ñõîäè-

ìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ èëè èñ÷åçàòü.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ñóììó ðÿäà

∞∑

n=1
(−1)n+1 x

n

n
.

Äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ íà ïðîìåæóòêå (−1, 1]. Îáîçíà÷èì S(x)
åãî ñóììó è ïðèìåíèì òåîðåìó î ïî÷ëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè

S ′(x) =
∞∑

n=1

(−1)n+1 xn−1 =
∞∑

n=0

(−1)n xn =
1

1 + x
.

Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïî÷ëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñòå-

ïåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ñõî-

äèòñÿ íà èíòåðâàëå (−1, 1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S(0) = 0, íàéäåì
S(x) = ln(1 + x)

Ïðèìåð 2. Íàéòè ñóììó ðÿäà

∞∑

n=0
(n+ 1) xn.

Äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå (−1, 1). Îáîçíà÷èì S(x) åãî
ñóììó è ïðèìåíèì òåîðåìó î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè

x∫

0

S(x)dx =
∞∑

n=0
xn+1 =

∞∑

n=1
xn

x

1− x
.

Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñòåïåííîé

ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ñõîäèòñÿ íà
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èíòåðâàëå (−1, 1).

S(x) =
( x

1− x

)′
=

1

(1− x)2
.

�8 �ÿä Òåéëîðà

8.1 Ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèé ñòåïåííûìè ðÿäàìè

×àñòè÷íûìè ñóììàìè ñòåïåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû,

÷òî äåëàåò ñòåïåííûå ðÿäû óäîáíûì ñðåäñòâîì äëÿ ïðèáëèæåí-

íûõ âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó îñîáîå çíà÷åíèå èìååò âîïðîñ î ïðåä-

ñòàâëåíèè �óíêöèé ñòåïåííûìè ðÿäàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàííàÿ �óíêöèÿ f(x) â íåêîòîðîì èíòåð-

âàëå ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ. Òîãäà

ñîãëàñíî �îðìóëå Òåéëîðà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x èç ýòîãî èíòåðâàëà

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+

+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + Rn(x),

ãäå Rn(x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû Òåéëîðà è ìîæåò áûòü

çàïèñàí ðàçíûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, â �îðìå Ëàãðàíæà

Rn(x) =
f (n+1)(x1)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, ãäå x1 ∈ (x0, x).

Ïðè ýòîì n ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, ò.å. ó÷èòûâàòü

â ýòîé �îðìóëå ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ñòåïåíè ïåðåìåííîé (x −
x0). Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ

�óíêöèè f(x) â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû èëè â âèäå ñòåïåííîãî

ðÿäà

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+

+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + . . .
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Òàêîé ðÿä, íåçàâèñèìî îò òîãî, ñõîäèòñÿ îí èëè íå ñõîäèòñÿ ê

�óíêöèè f(x) â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà

ýòîé �óíêöèè, à åãî êîý��èöèåíòû � êîý��èöèåíòàìè Òåéëîðà.

Åñëè x0 = 0, òî äàííûé ñòåïåííîé ðÿä íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ìàêëî-

ðåíà

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + . . .+

f (n)(0)

n!
xn + . . .

8.2 Óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà çàäàííîé �óíê-

öèè ê ýòîé �óíêöèè

Ñîãëàñíî �îðìóëå Òåéëîðà ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè �óíêöèè

f(x) è ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà Òåéëîðà ñ íîìåðîì (n + 1) ýòîé
�óíêöèè ðàâíà îñòàòî÷íîìó ÷ëåíó �îðìóëû Òåéëîðà Rn(x). Ïî-
ýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè

íåêîòîðîì çíà÷åíèè x çíà÷åíèå �óíêöèè f(x) ñîâïàäàëî ñ ñóììîé
ðÿäà Òåéëîðà ýòîé �óíêöèè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îñòà-

òî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû Òåéëîðà ïðè ýòîì çíà÷åíèè x ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ñ âîçðàñòàíèåì n

lim
n→∞

Rn(x) = 0.

�àññìîòðèì �óíêöèþ

f(x) =

{

e−
1

x
2 , x 6= 0

0 x = 0.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà �óíêöèÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè èìååò

ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, è âñå åå ïðîèçâîäíûå ïðè x = 0 ðàâíû
0. �ÿä Ìàêëîðåíà ýòîé �óíêöèè ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x, è ñóììà

åãî òîæäåñòâåííî ðàâíà 0. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ �óíêöèÿ íå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâîèì ðÿäîì Ìàêëîðåíà íè â êàêîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x = 0.
Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, ñõîäèòñÿ ëè ðÿä Òåéëîðà çàäàííîé

�óíêöèè ê ýòîé �óíêöèè, â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì
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ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå åñëè �óíêöèÿ f(x) â íåêîòîðîì èíòåðâà-

ëå ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ è âñå

ïðîèçâîäíûå äëÿ âñåõ x èç ýòîãî èíòåðâàëà îãðàíè÷åíû îäíèì è

òåì æå ÷èñëîì

|f (n)(x)| ≤ M,

òî ðÿä Òåéëîðà ýòîé �óíêöèè ñõîäèòñÿ ê ñàìîé �óíêöèè íà äàí-

íîì èíòåðâàëå. Ýòî óòâåðæäåíèå ïðèìåíèìî ê òàêèì ýëåìåíòàð-

íûì �óíêöèÿì êàê ex, cos x, sin x. Íàïðèìåð, �óíêöèè sin x è

cos x äè��åðåíöèðóåìû âñþäó áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, è âñå èõ

ïðîèçâîäíûå îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ åäèíèöåé. Çíà÷èò, ýòè �óíê-

öèè ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿäû Òåéëîðà íà ëþáîì èíòåðâàëå ñ öåí-

òðîì â ëþáîé òî÷êå.

8.3 Åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè ñòåïåííûì

ðÿäîì

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâèìà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå
ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ñòåïåííûì ðÿäîì

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− x0)
n,

òî ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ýòîé �óíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ x = x0 â �îðìóëå

f(x) =
∞∑

n=0
an(x− x0)

n
, ïîëó÷èì f(x0) = a0. Ïðèìåíèì ê äàííîìó

ñòåïåííîìó ðÿäó òåîðåìó î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè

f ′(x) =
∞∑

n=1
an n (x− x0)

n−1,

f ′′(x) =
∞∑

n=2
an n(n− 1) (x− x0)

n−2,

. . .

f (k)(x) =
∞∑

n=1
an n(n− 1) · . . . · (n− k + 1) (x− x0)

n−k,

. . .



Ê

à

�

å

ä

ð

à

Â

Ì

-

2

Ì

�

Ò

Ó

Ì

È

�

Ý

À

84

Ïîëàãàÿ â ýòèõ ðàâåíñòâàõ x = x0, ïîëó÷èì

f ′(x0) = a1 · 1,
f ′′(x0) = a2 · 2 · 1,
. . .

f (k)(x) = ak · k · (k − 1) · . . . · 2 · 1,
. . .

Çíà÷èò, äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

a0 = f(x0), a1 =
f ′(x0)

1!
, a2 =

f ′′(x0)

2!
, . . . , ak =

f (k)(x0)

k!
, . . .

ò.å. äàííûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ýòîé �óíêöèè. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

8.4 �àçëîæåíèå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé

Âûïèøåì ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ìàêëîðåíà îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ

�óíêöèé

ex = 1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . , x ∈ (−∞,+∞),

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− . . .+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ . . . ,

x ∈ (−∞,+∞),

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ . . . ,

x ∈ (−∞,+∞),

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− . . .+ (−1)n−1x

n

n
+ . . . ,

x ∈ (−1, 1],

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + . . .+

+
α(α− 1) . . . (α − n+ 1)

n!
xn + . . . , x ∈ (−1, 1).
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Ïîñëåäíåå ðàçëîæåíèå ïðè α = −1 ïðèíèìàåò âèä

1

1 + x
= 1− x+ x2 − . . .+ (−1)nxn + . . . , x ∈ (−1, 1).

8.5 �àçëîæåíèå �óíêöèé â ðÿä Òåéëîðà ñ èñïîëüçîâà-

íèåì èçâåñòíûõ ðàçëîæåíèé

Ïðèìåð 1. �àçëîæèòü �óíêöèþ y = sin2 x â ðÿä Ìàêëîðåíà.

Âîñïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì

sin2 x =
1− cos 2x

2
,

à çàòåì òàáëè÷íûì ðàçëîæåíèåì �óíêöèè cos x, çàìåíÿÿ ïåðå-

ìåííóþ x íà ïåðåìåííóþ 2x

sin2 x =
1

2
− 1

2

(

1− (2x)2

2!
+

(2x)4

4!
− . . .+ (−1)n

(2x)2n

(2n)!
+ . . .

)

=

=
2

2!
x2 +

23

4!
x4 − . . .+ (−1)n+12

2n−1

(2n)!
x2n + . . . , x ∈ (−∞,∞).

Ïðèìåð 2. �àçëîæèòü �óíêöèþ y = ln(x2 + 5x + 6) â ðÿä Òåé-
ëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = −1, ò.å. ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé

(x+ 1).
Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè, âûïîëíèì

òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

y = ln(x2 + 5x+ 6) = ln
(
(x+ 2)(x+ 3)

)
=

= ln(x+ 2) + ln(x+ 3) =

= ln
(
1 + (x+ 1)

)
+ ln

(
2 + (x+ 1)

)
=

= ln 2 + ln
(
1 + (x+ 1)

)
+ ln

(

1 +
x+ 1

2

)

à çàòåì ïðèìåíèì òàáëè÷íîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè ln(x+1), äåëàÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå çàìåíû

y = ln 2 +
∞∑

n=1

(−1)n−1(x+ 1)n

n
+

∞∑

n=1

(−1)n−1(x+ 1)n

2n n
=

= ln 2 +
∞∑

n=1

(−1)n−1

n

(

1 +
1

2n

)

(x+ 1)n.
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×òîáû íàéòè çíà÷åíèÿ x, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà ïîëó÷åííàÿ

�îðìóëà, ðåøèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

{ −1 < x+ 1 ≤ 1

−1 <
x+ 1

2
≤ 1

⇔ −1 < x+ 1 ≤ 1 ⇔ −2 < x ≤ 0.

Ïðèìåð 3. �àçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà �óíêöèþ

y = arctg x.

Âîñïîëüçóåìñÿ òàáëè÷íûì ðàçëîæåíèåì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

ñòåïåííûì ðÿäîì ïðîèçâîäíîé ýòîé �óíêöèè

y′ = (arctg x)′ =
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − . . .+ (−1)nx2n + . . . ,

x ∈ (−1, 1).

Òîãäà

arctg x =
x∫

0

dx

1 + x2
= x− x3

3
+

x5

5
− . . .+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)
+ . . . ,

x ∈ [−1, 1].

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì íà

èíòåðâàëå (−1, 1), à ñàìà �óíêöèÿ � íà îòðåçêå [−1, 1].

8.6 Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèé è

îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

�àññìîòðèì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ðÿäà Òåéëîðà äëÿ ïðèáëèæåí-

íûõ âû÷èñëåíèé.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü

3
√
2 ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿ-

òîé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ òàáëè÷íûì ðàçëîæåíèåì

�óíêöèè (1 + x)α ïðè α =
1

3

(1 + x)
1

3 = 1 +
1

3
x+

1

3
(
1

3
− 1)

2!
x2 +

1

3
(
1

3
− 1) . . . (

1

3
− 2)

3!
x3 + . . . =
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= 1 +
1

3
x− 1

9
x2 +

5

81
x3 − . . . ,

3
√
2 = 3

√

128

64
· 125
125

=
5

4
3

√

128

125
=

5

4

(

1 +
3

125

)1

3

=

=
5

4

(

1 +
1

125
− 1

1252
+

1

75 · 1252 − . . .
)

Ïîñëåäíåå âûïèñàííîå ñëàãàåìîå ýòîé ñóììû ìåíüøå, ÷åì 10−5
.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûé ÷èñëîâîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþ-

ùèìñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà, ïîýòîìó îøèáêà ïðè çàìåíå ñóììû ðÿäà

íà ÷àñòè÷íóþ ñóììó íå ïðåâîñõîäèò ïî ìîäóëþ ïåðâîãî îòáðî-

øåííîãî ÷ëåíà ðÿäà. Çíà÷èò, äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè

äîñòàòî÷íî ó÷åñòü ïåðâûå òðè ÷ëåíà ðÿäà

3
√
2 ≈ 5

4
(1 + 0, 008− 0, 000064) = 1.25992.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî 3 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé

1

2∫

0

arctg x

x
dx.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûì ðàçëîæåíèåì �óíêöèè arctg x â

ðÿä Ìàêëîðåíà

1

2∫

0

arctg x

x
dx =

1

2∫

0

(

1− x2

3
+

x4

5
− x6

7
+ . . .

)

dx =

=
(

x− x3

32
+

x5

52
− x7

72
+ . . .

)∣
∣
∣

1

2

0
=

=
1

2
− 1

2332
+

1

2552
− 1

2772
+ . . .

Ïîëó÷åí çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä Ëåéáíèöà, ïîñëåäíåå âûïèñàí-

íîå ñëàãàåìîå ìåíüøå, ÷åì 10−3
. Îòáðàñûâàÿ ýòî ñëàãàåìîå, ïîëó-

÷èì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ

1

2∫

0

arctg x

x
dx ≈ 0, 5− 0, 0138 + 0, 0012 ≈ 0, 487.
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�9 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ òðåáóþò-

ñÿ ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè. Ïðîñòåéøåé ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé

ïåðèîäà 2π ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ sin(x+α). Ïðè ñëîæåíèè ïåðèîäè-

÷åñêèõ �óíêöèé sin(x+α1), sin(2x+α2), . . . , sin(nx+αn), ïåðèîäû

êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 2π, π, . . . ,
π

n
, ïîëó÷èì ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ ñ ïåðèîäîì 2π. Åñòåñòâåííî

âîçíèêàåò îáðàòíûé âîïðîñ ìîæíî ëè çàäàííóþ ïåðèîäè÷åñêóþ

�óíêöèþ f(x) ñ ïåðèîäîì 2π ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êîíå÷íî-

ãî èëè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé

âèäà sin(nx+ αn)

f(x) = A0 +
∞∑

n=1
An sin(nx+ αn).

Ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå A0 ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé

ñ ëþáûì ïåðèîäîì, â òîì ÷èñëå è ñ ïåðèîäîì 2π.

Â ìåõàíèêå �óíêöèÿ sin(nx+αn) îïèñûâàåò ïðîñòåéøåå ãàðìî-

íè÷åñêîå êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå. Ïðåäñòàâëåíèå ïåðèîäè÷åñêîé

�óíêöèè f(x) â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ �óíê-

öèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçëîæåíèå ñëîæíîãî êîëåáàíèÿ

íà îòäåëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ôóíêöèè âèäà sin(nx +

αn), âõîäÿùèå â ñîñòàâ ðàçëîæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè f(x),

íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ñîñòàâëÿþùèìè ýòîé �óíêöèè èëè

ïðîñòî ãàðìîíèêàìè. Ïîëüçóÿñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì

sin(nx+ αn) = sinαn cos nx+ sin nx cosαn.

è îáîçíà÷àÿ An sinαn = an, An cosαn = bn, ðàçëîæåíèå ïåðèîäè-

÷åñêîé �óíêöèè f(x) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(x) = A0 +
∞∑

n=1

(
an cos nx+ bn sin nx

)
.

(1)
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9.1 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå. Êîý��èöèåíòû

Ôóðüå

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ïåðèîäè÷íà
ñ ïåðèîäîì 2π è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé èëè êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé

íà îòðåçêå [π, π] (�óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà

îòðåçêå, åñëè îíà íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî îòðåçêà çà

èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, â êîòîðûõ �óíêöèÿ òåðïèò

ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, ò.å. â ýòèõ òî÷êàõ ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îä-

íîñòîðîííèå ïðåäåëû �óíêöèè, íå ðàâíûå äðóã äðóãó).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ïðîñòåé-

øèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé, íàéäåì êîý��èöèåíòû ðÿäà

(9.1). Ñ ýòîé öåëüþ ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (9.1) íà

îòðåçêå [−π, π], ÷òî îïðàâäàíî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè íà ýòîì îòðåçêå �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, ñòîÿùåãî â

ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9.1). Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

π∫

−π

cos nxdx =
sin nx

n

∣
∣
∣

π

−π
= 0,

π∫

−π

sin nxdx = −cos nx

n

∣
∣
∣

π

−π
= 0.

Òîãäà

π∫

−π

f(x)dx = A0 · 2π, îòêóäà A0 =
1

2π

π∫

−π

f(x)dx.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ an óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåí-

ñòâà (9.1) íà cos nx è ïðîèíòåãðèðóåì íà îòðåçêå [−π, π]. Ïîëüçó-
ÿñü òåì, ÷òî

π∫

−π

cos kx cos nxdx = 0, åñëè k 6= n,

π∫

−π

sin kx cos nxdx = 0, äëÿ ëþáûõ k è n,

π∫

−π

cos2 nxdx =
π∫

−π

1 + cos 2nx

2
dx = π, åñëè n 6= 0,

ïîëó÷èì

π∫

−π

f(x) cos nxdx = π an,
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îòêóäà

an =
1

π

π∫

−π

f(x) cos nxdx, n ∈ N.

Àíàëîãè÷íî

bn =
1

π

π∫

−π

f(x) sin nxdx, n ∈ N.

×òîáû �îðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ âûãëÿäåëè åäèíîîáðàçíî,

îáîçíà÷èì

a0 = 2A0 =
1

π

π∫

−π

f(x)dx.

Èòàê, äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(x), êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà îò-

ðåçêå [−π, π], ìîæíî âû÷èñëèòü êîý��èöèåíòû

an =
1

π

π∫

−π

f(x) cos nxdx, bn =
1

π

π∫

−π

f(x) sin nxdx,

n = 0, 1, 2, 3, . . .

(2)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè Ôóðüå ýòîé �óíêöèè, è ïî-

ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ýòîé �óíêöèè ðÿä

f(x) → a0

2
+

∞∑

n=1

(
an cos nx+ bn sin nx

)
.

(3)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå ýòîé �óí-

êöèè.

Ñèñòåìà �óíêöèé

1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cos nx, sin nx . . .

íà îñíîâå êîòîðîé ïîñòðîåí òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå, íà-

çûâàåòñÿ îñíîâíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé �óíêöèé. Ýòà

ñèñòåìà íà îòðåçêå [−π, π] îáëàäàåò ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè:

èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ �óíêöèé ýòîé ñèñòåìû íà

îòðåçêå [−π, π] ðàâåí íóëþ.
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9.2 Òåîðåìà Äèðèõëå

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî �óíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé

íà îòðåçêå [−π, π], ìû ïîñòàâèëè ýòîé �óíêöèè â ñîîòâåòñòâèå åå

òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî �óíê-

öèÿ óäîâëåòâîðÿåò áîëåå ñåðüåçíûì îãðàíè÷åíèÿì, à èìåííî, áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìîé íà îò-

ðåçêå [−π, π]. Ýòî îçíà÷àåò, îòðåçîê [−π, π] ìîæíî ðàçäåëèòü íà
êîíå÷íîå ÷èñëî îòðåçêîâ, âíóòðè êîòîðûõ �óíêöèÿ äè��åðåíöè-

ðóåìà, à íà êîíöàõ îòðåçêîâ èìååò íå òîëüêî êîíå÷íûå ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ, íî è îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå ïðè óñëîâèè çàìåíû

íà êîíöàõ ýòèõ îòðåçêîâ çíà÷åíèé �óíêöèè íà ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà Äèðèõëå óñòàíàâëèâàåò óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå è ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèåì ñàìîé �óíê-

öèè è ñóììîé åå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå. Ñ�îðìóëèðó-

åì òåîðåìó Äèðèõëå áåç äîêàçàòåëüñòâà. Â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû

èñïîëüçóåì âûðàæåíèÿ f(x0−0) è f(x0+0) äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îäíî-
ñòîðîííèõ ïðåäåëîâ �óíêöèè f(x) ïðè óñëîâèè, ÷òî x ñòðåìèòñÿ

ê x0 ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è êóñî÷íî-äè�-
�åðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [−π, π]. Òîãäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä
Ôóðüå ýòîé �óíêöèè ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå îòðåçêå [−π, π], è
ñóììà S(x) ýòîãî ðÿäà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

1) S(x0) = f(x0) âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (−π, π), â êîòîðûõ
f(x) íåïðåðûâíà,

2) S(x0) =
1

2

(

f(x0 − 0) + f(x0 + 0)
)

âî âñåõ òî÷êàõ ðàçðûâà

�óíêöèè,

3) S(π) = S(−π) =
1

2

(

f(−π + 0) + f(π − 0)
)

.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé â ñëó÷àå, êîãäà �óíê-

öèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷å-

ñêîé ñ ïåðèîäîì 2π è íà îòðåçêå [−π, π] êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìà.
Ïðèìåð. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå �óíêöèþ f(x) ïåðèîäà 2π,
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çàäàííóþ íà îòðåçêå [−π, π] ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(x) =

{
π, −π ≤ x < 0

π − x, 0 ≤ x < π.

Âû÷èñëèì êîý��èöèåíòû Ôóðüå ýòîé �óíêöèè

a0 =
1

π

( 0∫

−π

πdx+
π∫

0

(π − x)dx
)

=
3

2
π,

a0

2
=

3

4
π,

an =
1

π

( 0∫

−π

π cos nxdx+
π∫

0

(π − x) cos nxdx
)

=

=
1

π n2
(1− cos nπ) =

1

π n2

(
1− (−1)n

)
.

Åñëè n = 2k � ÷åòíîå ÷èñëî, òî an = a2k = 0.

Åñëè n = 2k + 1 � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî an = a2k+1 =
2

π(2k + 1)2
.

bn =
1

π

( 0∫

−π

π sin nxdx+
π∫

0

(π − x) sin nxdx
)

=

=
cos nπ

n
=

(−1)n

n
.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå S(x), ñîîòâåòñòâóþùèé
äàííîé �óíêöèè, èìååò âèä

f(x) → S(x) =
3

4
π +

2

π

(cos x

12
+

cos 3x

32
+

cos 5x

52
+ . . .

)

−

−
(

sin x− sin 2x

2
+

sin 3x

3
− . . .

)

.

Ïîñêîëüêó äàííàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷-

êàõ îòðåçêà [π, π], òî ñîãëàñíî òåîðåìå Äèðèõëå äëÿ âñåõ x ∈
(−π, π) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(x) = S(x). Íàïðèìåð, ïîëàãàÿ
x = 0, ïîëó÷èì

π =
3

4
π +

2

π

( 1

12
+

1

32
+

1

52
+ . . .

)

èëè

∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
=

π2

8
.
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Íà êîíöàõ îòðåçêà [π, π] ñóììà ðÿäà Ôóðüå èìååò ñëåäóþùåå çíà-
÷åíèå

S(±π) =
1

2

(

f(−π + 0) + f(π − 0)
)

=
1

2
π.

Íà ðèñóíêàõ ïîêàçàíû ãðà�èêè �óíêöèè f(x) è ñóììû S(x) åå
ðÿäà Ôóðüå.

x−3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π 5π

f(x)

π

�èñ. 2

x−3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π 5π

S(x)

π

�èñ. 3

9.3 Ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

Ôóðüå

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b], è ñòàâèòñÿ çàäà-
÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ýòîé �óíêöèè ñ ïîìîùüþ äðóãîé

�óíêöèè g(x) èç îïðåäåëåííîãî êëàññà �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ

íà ýòîì æå îòðåçêå. Åñëè òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü áëèçîñòü �óíêöèé

âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà, òî â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ áëèçîñòè ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ

max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|,
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è �óíêöèÿ g(x) âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ýòà âåëè÷èíà ïðèíèìàëà

íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Â ýòîì ñëó÷àå îáåñïå÷èâàåòñÿ

ðàâíîìåðíàÿ íà âñåì îòðåçêå áëèçîñòü �óíêöèé. Åñëè òðåáóåòñÿ

îáåñïå÷èòü áëèçîñòü �óíêöèé íà îòðåçêå â ñðåäíåì, òî â êà÷åñòâå

êðèòåðèÿ áëèçîñòè ðàññìàòðèâàþò âåëè÷èíó, ðàâíóþ

b∫

a

(
f(x)− g(x)

)2
dx.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ñðåäíåì òðåáóåòñÿ

ìèíèìèçèðîâàòü ýòó âåëè÷èíó.

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [−π, π].
Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Äèðèõëå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôó-

ðüå ýòîé �óíêöèè âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ñõîäèòñÿ ê ýòîé

�óíêöèè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà

δn =
π∫

−π

(
f(x)− Sn(x)

)2
dx,

õàðàêòåðèçóþùàÿ îòêëîíåíèå â ñðåäíåì ÷àñòè÷íîé ñóììû Sn(x)
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå îò �óíêöèè f(x) íà îòðåçêå

[−π, π], ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞
lim
n→∞

δn = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ â

ñðåäíåì íà îòðåçêå [−π, π] ê ñâîåé ñóììå, à êîý��èöèåíòû Ôóðüå

�óíêöèè f(x) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

a20
2

+
∞∑

n=1
(a2n + b2n) =

1

π

π∫

−π

f 2(x)dx,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì

òåîðåìû Ïè�àãîðà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé,

êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå [−π, π]. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî êâàäðàò "äëèíû �óíêöèè"â ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå ðàâåí

π∫

−π

f 2(x)dx, ÷òî îñíîâíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòå-

ìà �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, à ðÿä Ôóðüå



Ê

à

�

å

ä

ð

à

Â

Ì

-

2

Ì

�

Ò

Ó

Ì

È

�

Ý

À

95

- ðàçëîæåíèåì �óíêöèè ïî ýòîìó áàçèñó, òî ñîãëàñíî ðàâåíñòâó

Ïàðñåâàëÿ êâàäðàò "äëèíû �óíêöèè"ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ åå

êîîðäèíàò.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[−π, π] è èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà ýòîì îòðåç-

êå, òî åå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ

ýòîãî îòðåçêà ê �óíêöèè f(x), ïðè÷åì ðàâíîìåðíî.

9.4 Ïðåäñòàâëåíèå ðÿäîì Ôóðüå �óíêöèè ïðîèçâîëüíî-

ãî ïåðèîäà

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìà íà

îòðåçêå [−l, l] èëè f(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ïåðè-

îäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2l è êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìà íà îòðåçêå

[−l, l]. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé x = t
l

π
, ïîëó÷èì

f(x) = f(t
l

π
) = g(t).

Åñëè �óíêöèÿ f(x) áûëà îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [−l, l], òî �óíê-
öèÿ g(t) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [−π, π] è óäîâëåòâîðÿåò íà ýòîì

îòðåçêå óñëîâèÿì òåîðåìû Äèðèõëå. �àñêëàäûâàÿ â ðÿä Ôóðüå

�óíêöèþ g(t) è âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé �óíêöèè, ïîëó÷èì äëÿ

íåå ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ðÿäîì Ôóðüå

f(x) → a0

2
+

∞∑

n=1

(

an cos
πnx

l
+ bn sin

πnx

l

)

,
(4)

êîý��èöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

an =
1

l

l∫

−l

f(x) cos
πnx

l
dx, n = 0, 1, 2, 3, . . .

bn =
1

l

l∫

−l

f(x) sin
πnx

l
dx, n = 1, 2, 3, . . .

(5)

Òåîðåìà Äèðèõëå îñòàåòñÿ â ñèëå ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â

ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà [−l, l] òî÷êè x = ±π çàìåíÿþòñÿ íà
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òî÷êè x = ±l

S(l) = S(−l) =
1

2

(
f(−l + 0) + f(l − 0)

)
.

�àâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ïðèíèìàåò âèä

1

l

l∫

−l

f 2(x)dx =
a20
2

+
∞∑

n=1
(a2n + b2n).

9.5 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åò-

íûõ �óíêöèé

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ

f(x), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [−l, l], ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, òî

l∫

−l

f(x)dx =
0∫

−l

f(x)dx+
l∫

0

f(x)dx = 2
l∫

0

f(x)dx.

Äåéñòâèòåëüíî, ñäåëàâ çàìåíó t = −x, âû÷èñëèì

0∫

−l

f(x)dx = −
0∫

l

f(−t)dt =
l∫

0

f(t)dt =
l∫

0

f(x)dx.

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå íå÷åòíîé �óíêöèè f(x)

l∫

−l

f(x)dx =
0∫

−l

f(x)dx+
l∫

0

f(x)dx = −
0∫

l

f(−t)dt+
l∫

0

f(x)dx =

= −
l∫

0

f(t)dt+
l∫

0

f(t)dt = 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ

f(x), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [−l, l], ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé. Òîãäà ïðî-

èçâåäåíèå f(x) cos
πnx

l
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé �óíêöèåé, à ïðîèç-

âåäåíèå f(x) sin
πnx

l
� íå÷åòíîé. Âû÷èñëèì êîý��èöèåíòû Ôóðüå

÷åòíîé �óíêöèè
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an =
1

l

l∫

−l

f(x) cos
πnx

l
dx =

2

l

l∫

0

f(x) cos
πnx

l
dx, n = 0, 1, 2, 3, . . .

bn =
1

l

l∫

−l

f(x) sin
πnx

l
dx = 0, n = 1, 2, 3, . . .

Òàêèì îáðàçîì, òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ÷åòíîé �óíê-

öèè ñîäåðæèò òîëüêî êîñèíóñû

f(x) → a0

2
+

∞∑

n=1
an cos

πnx

l
,

à ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ïðèîáðåòàåò âèä

2

l

l∫

0

f 2(x)dx =
a20
2

+
∞∑

n=1

a2n.

Åñëè �óíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, òî ïðîèçâåäåíèå

f(x) cos
πnx

l
òàêæå ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé �óíêöèåé, à ïðîèçâåäåíèå

f(x) sin
πnx

l
� ÷åòíîé. Âû÷èñëèì êîý��èöèåíòû Ôóðüå íå÷åòíîé

�óíêöèè

an =
1

l

l∫

−l

f(x) cos
πnx

l
dx = 0, n = 0, 1, 2, 3, . . .

bn =
1

l

l∫

−l

f(x) sin
πnx

l
dx =

2

l

l∫

0

f(x) sin
πnx

l
dx, n = 1, 2, 3, . . .

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå íå÷åòíîé �óíêöèè ñîäåðæèò òîëü-

êî ñèíóñû

f(x) →
∞∑

n=1
bn sin

πnx

l
,

à ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ïðèîáðåòàåò âèä

2

l

l∫

0

f 2(x)dx =
∞∑

n=1

b2n.
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9.6 �àçëîæåíèå �óíêöèé, çàäàííûõ íà ïîëóïåðèîäå, â

ðÿä Ôóðüå òîëüêî ïî êîñèíóñàì èëè òîëüêî ïî ñèíó-

ñàì

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìà íà

îòðåçêå [0, l]. Æåëàÿ ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ýòîé �óíêöèè â ðÿä

Ôóðüå, äîîïðåäåëèì åå íà ïðîìåæóòêå [−l, 0) ïðîèçâîëüíûì îá-

ðàçîì, ñîõðàíÿÿ ëèøü òðåáîâàíèå êóñî÷íîé äè��åðåíöèðóåìîñòè.

Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ðàçëîæåíèÿ îäíîé è

òîé æå �óíêöèè â òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå íà îòðåçêå

[0, l].

Åñëè îïðåäåëÿÿ �óíêöèþ íà ïðîìåæóòêå [−l, 0), áóäåì ïîëà-

ãàòü, ÷òî f(−x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ (0, l], òî ïîëó÷èì ÷åòíóþ

�óíêöèþ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå êîòîðîé áóäåò ñîäåð-

æàòü òîëüêî êîñèíóñû.

Åñëè îïðåäåëÿÿ �óíêöèþ íà ïðîìåæóòêå [−l, 0), áóäåì ïîëà-

ãàòü, ÷òî f(−x) = −f(x) äëÿ âñåõ x ∈ (0, l], òî ïîëó÷èì íå÷åòíóþ

�óíêöèþ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå êîòîðîé áóäåò ñîäåð-

æàòü òîëüêî ñèíóñû.

Ïðèìåð. �àçëîæèòü �óíêöèþ f(x) = 3 − x, çàäàííóþ íà îò-

ðåçêå [0, 3] â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è â

òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì.

9.6.1 �àçëîæåíèå ïî êîñèíóñàì

Äîîïðåäåëèì �óíêöèþ f(x) íà ïðîìåæóòêå [-3,0) ÷åòíûì îáðà-

çîì è ïðîäîëæèì åå íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü êàê ïåðèîäè÷åñêóþ ñ

ïåðèîäîì, ðàâíûì 6.
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x−9 −6 −3 0 3 6 9

f(x)

3

�èñ. 4

Âû÷èñëèì êîý��èöèåíòû Ôóðüå ýòîé �óíêöèè

a0 =
2

3

3∫

0

(3− x)dx = 3,
a0

2
=

3

2
,

an =
2

3

3∫

0

(3− x) cos
πnx

3
dx =

=
2

3

(

(3− x)
3

πn
sin

πnx

3

∣
∣
∣

3

0
+

3

πn

3∫

0

sin
πnx

3
dx

)

=

=
2

πn

(

− 3

πn

)

cos
πnx

3

∣
∣
∣

3

0
=

6

π2n2
(1− cos πn) =

=
6

π2n2
(1− (−1)n) =

=







0, åñëè n = 2k k = 1, 2, 3, . . .

12

(2k + 1)2π2
åñëè n = 2k + 1 k = 0, 1, 2, 3, . . .

Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âñþäó,

òî ñóììà åå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ðàâíà äàííîé �óíê-
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öèè ïðè âñåõ x

f(x) =
3

2
+

12

π2

∞∑

k=0

cos
π(2k + 1)x

3
(2k + 1)2

.

Ïîëàãàÿ â ýòîì ðàâåíñòâå x = 0, ïîëó÷èì

3 =
3

2
+

12

π2

∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
èëè

∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
=

π2

8
.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìû óæå ïîëó÷àëè â äðóãîì ïðèìåðå. Âûïèøåì äëÿ

ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ñ ýòîé öåëüþ âûïèøåì

èíòåãðàë

2

3

3∫

0

(3− x)2dx =
2

3

(x− 3)3

3

∣
∣
∣

3

0
=

2

9
· 27 = 6.

�àâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ïðèíèìàåò âèä

6 =
9

2
+

144

π4

∞∑

k=0

1

(2k + 1)4
, îòêóäà

∞∑

k=0

1

(2k + 1)4
=

π4

96
.

Èòàê, ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèé �óíêöèé â òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿ-

äû Ôóðüå, ìîæíî ïîëó÷àòü çíà÷åíèÿ ñóìì íåêîòîðûõ ÷èñëîâûõ

ðÿäîâ.

9.6.2 �àçëîæåíèå ïî ñèíóñàì

Äîîïðåäåëèì �óíêöèþ f(x) íà ïðîìåæóòêå [−3, 0) íå÷åòíûì îá-

ðàçîì, èçìåíèì çíà÷åíèå �óíêöèè ïðè x = 0, ïîëàãàÿ f(0) = 0 è

ïðîäîëæèì åå íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü êàê ïåðèîäè÷åñêóþ ñ ïåðèî-

äîì, ðàâíûì 6.



Ê

à

�

å

ä

ð

à

Â

Ì

-

2

Ì

�

Ò

Ó

Ì

È

�

Ý

À

101

Ñîãëàñíî òåîðåìå Äèðèõëå ñóììà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

Ôóðüå òàêîé �óíêöèè áóäåò ðàâíà �óíêöèè ïðè âñåõ x. Âû÷èñëèì

êîý��èöèåíòû Ôóðüå ýòîé �óíêöèè

bn =
2

3

3∫

0

(3− x) sin
πnx

3
dx =

=
2

3

(

(3− x)
3

πn
cos

πnx

3

∣
∣
∣

3

0
− 3

πn

3∫

0

cos
πnx

3
dx

)

=

=
2

3

( 9

πn
− 9

π2n2
sin

πnx

3

∣
∣
∣

3

0

)

=
6

πn
, n = 1, 2, 3, . . . ,

f(x) =
6

π

∞∑

n=1

sin
πnx

3
n

.

Ïîëàãàÿ â ýòîé �îðìóëå

3

2
, ïîëó÷èì

3

2
=

6

π

∞∑

n=1

sin
πn

2
n

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sin
πn

2
= sin πk = 0, åñëè n = 2k � ÷åòíîå ÷èñëî è

÷òî sin
πn

2
= sin

π(2k + 1)

2
= sin

(π

2
+πk

)

= (−1)k, åñëè n = 2k+1

� íå÷åòíîå ÷èñëî, ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå

∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1
=

π

4
.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå

�óíêöèè arctg x â ðÿä Ìàêëîðåíà.

Âûïèñûâàÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ äàííîãî ðàçëîæåíèÿ, ïî-

ëó÷èì çíà÷åíèå ñóììû åùå îäíîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà

6 =
36

π2

∞∑

n=1

1

n2
, îòêóäà

∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
.
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